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1. WSTEP

Rozwoj nowych materiatdbw zawsze determinowat gmstywilizacji
w historii ludzkaci. Materialy g wcigz decydujcym czynnikiem w podw
Szaniu poziomu nowoczesimd i innowacyjndci osignie¢ w technice. Obecnie
rowniez spetnienie obowizujacych wymogdéw norm konstrukcyjnych, technolo-
gicznych, aytkowych i ekologicznych ma kluczowe znaczenie diawoju
techniki. Maszyny, urglzenia i instalacje pracuw warunkach oddziatywania
temperatury, obaien, srodowiska i czasu. Dlatego g0 czynnikiem prowa-
dzacym do degradacji materiatéw jest dyfuzja i zmiaaghodzce w ich struk-
turze krystalicznej. Dyfuzja jest rowrigoodstawowym zjawiskiem fizycznym
stosowanym w procesach technologicznych obrobkeriséw. Od wielu lat
prowadzone g zarOwno rozwzania teoretyczne, jak i badaniasd@adczalne
majgce na celu lepsze poznanie mechanizméw dyfuzjialach statych. Umo
liwiaja prawidtowy dobor warunkéw przebiegu reakciji prowgdj do uzyska-
nia rownowagi termodynamicznej w procesach techgiokmych w przemile.

Wiekszas¢ wspoétczesnych materiatow zynierskich cechuje zimnasé
skladu chemicznego i fazowego g ene wec uktadami wielosktadnikowymi
i wielofazowymi. Fazy stopow twogzsie podczas przégia ze stanu cieklego
w stan staly lub ze stanu gazowego bémminio w stan staty. Podczas przemian
fazowych mog takze przebiegareakcje chemiczne, poniewa kazdym mate-
riale wystpuje tendencja do uzyskania budowy wetsanej zapewniaicej
rownowag termodynamiczaw danych warunkach fizycznych [1]. Uklad znaj-
duje st w stanie réwnowagi termodynamicznej wéwczas, getyojpotencjat
termodynamiczny oggjnie warté¢ minimalrg, zgodnie z warunkiem [2]:

G=H-TS- min (1)

gdzie: G — potencjat termodynamiczny,
H — entalpia,
T — temperatura,
S — entropia uktadu.

Ogodlnie kanoniczne réwnanie stanu dladej z fazy opisuje zak@os¢:
G =G(T,pM...M) 2)

gdzie:p - cknienie,
M; — liczba molii-tego sktadnika.
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R&zniczkowanie réwnania (2) prowadzi do uzyskania réamia Gibbsa
opisupcego zmian potencjatu termodynamicznego uktadusktadnikowego
w postaci:

4G = 28 g7+ 28 gp+ 96 dM, + ..+ 0G am, 3)
T ap oM, oM,
gdzie
)
0T /oy,
0G .
(WJ =" (4)
/P T My e Mi_g e Mg e M
LI
op T,Mg,...M;

Zaktadajc, ze temperatura i émienie mag stah wartas¢ (dT =0, dp=0),
réwnanie Gibbsa (3) upraszcza db postaci:

dG = "dM, + ..+ "M, = C (5)

gdzie ,uf“, i=1,2,..1 —potencjat chemiczny sktadnika

Wartasci potencjatu chemicznego sktadnikéw uktadu mdbyc¢ niejedna-
kowe w r&nych jego miejscach. Uktadizy do wyréwnania tej réinicy podczas
proceséw nieodwracalnych, do ktérych rgldyfuzja.

Przeptyw masy (dyfuzja) oznacza ukierunkowane alwgiie atomdw,
naktadagce s¢ na ich ruch kidzacy. Proces ten ustaje, gdy wadbpotencjatu
chemicznego kalego ze sktadnikow w catym uktadzie wyréwnaje, a ukiad
osiggnie stan rownowagi termodynamiczne;.

Dyfuzja silnie zaley od wartdci temperatury — pdkos¢ dyfuzji w stanie
statym zweksza s¢ wyktadniczo wraz z podwagzaniem temperatury (réwnanie
Arrheniusa):

D =D, exp (-Q /KT) (6)

gdzie:D — wspotczynnik dyfuzji,
Do — wspotczynnik proporcjonaldoi dyfuzji,
Q - energia aktywaciji dyfuzji,
k - stala Boltzmanna,
T - temperatura.
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Zagadnienie przeptywu masy obejmuje araimiany wartéci potencjatu
chemicznego sktadnikow w podwgzonej temperaturze. Matematyczne mode-
lowanie tego procesu polegaewina sformutowaniu jego modelu fizycznego.
Powinien on uwzgldniat istotne, mierzalne zjawiska wptywiap bezpérednio
I posrednio na wynik kacowy procesu. Okgtenie dla procesu fizycznego praw
matematycznych opisagych dizenie ukladu do stanu réwnowagi termodyna-
micznej jest wanym zadaniem, prowageym do opisu procesu transportu ma-
sy. W monografii przedstawiono g og6lne zasady matematycznego sformu-
towania oraz numerycznego modelowania zjawisk zdefuych podczas proce-
su dyfuzji — transportu masy w ciatach statych. éahkteryzowano zjawiska
Kirkendalla i Frenkla, stanowie podstawy procesu transportu masy w padwy
szonej temperaturze. Przedstawiona¢akodele matematyczne procesu dyfuz,ji
reakcyjnej — dyfuzji w ukladzie cechygym sk brakiem wzajemnej rozpusz-
czalndci sktadnikéw lub dyfuzji w znacznym stopniu ogremonej. Dyfuzja
w takim ukfadzie prowadzi do powstawania krysztaldowej fazy péredniej
na powierzchni mgidzyfazowej. Struktura nowej fazy fpedniej r@ni sie od
struktury krystalicznej sktadnikow.

Proces dyfuzji gradientowe] jest wymuszony gratien potencjalu che-
micznego skladnikbw w ukladzie. Proces transportasynustaje, gdy ukiad
osiggnie stan réwnowagi termodynamicznej (wéctgpotencjalu chemicznego
kazdego ze skltadnikbwagednakowe w catym uktadzie).

Nalezy podkréli¢, ze proces dyfuzji mee zachodz nie tylko pod wpty-
wem gradientu stenia, lecz take innego pola sit wchodeego w skiad gra-
dientu potencjatu termodynamicznego w ukladzier{rpbla temperatury, elek-
trycznego, magnetycznego i nejen sprzystych).

Proces dyfuzji wywotany gradientenc&tnia charakteryzajdwa podsta-
wowe prawa fenomenologiczne sformulowane przezigka=w 1855 roku [3].
Pierwsze prawo Ficka jest zatescia migdzy strumieniem okegajacym ilos¢
substancji przeptywagej w jednostce czasu przez jednostioprostopadt do
tego strumienia powierzchn(rys. 1.) i gradientem gtenia sktadnika dyfundu-
jacego:

j =-D gradc 7
lub
. dc dc oc
=D |-+ (8)
ox 0y 0z

gdzie: ¢ — stzenie skladnika w ptaszcziie przeptywu,
D — wspotczynnik proporcjonaldoi (wspétczynnik dyfuzji).



11
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Rys. 1. Schematyczne przedstawienie dyfun- o o
dujacych atoméw na jednostipowierzchni

Rownanie (7) w jednowymiarowej przestrzeni (w Wigtu x) przyjmuje
post&:

) oc
=-D — 9
j o 9

Wartasci wspoétczynnika dyfuzji stanowte miae predkosci transportu
masy przy stalym gradiencie egtnia w ciatach stalych w temperaturze
20-1500°C wynoszod 10?° do 10* cn¥/s. Znak minus w réwnaniu (7) ozna-
cza,ze proces dyfuzji zachodzi w kierunku zmniejgeapgo st stzenia dyfun-
dujacego skiadnika.

Drugie prawo Ficka okéa zalenosé miedzy gradientem stenia (rys. 2.)

I predkoscia zmiany s¢zenia sktadnika w danym punkcie uktadu podczas dy-
fuzji:

% =div(D gradc) (10)
lub

@:i(D@)+i p9¢ +1(D@) (11)

ot ox\ ox/) oy\ o9y) 0z\ 0z

Gdy wspoétczynnik dyfuzji jest niezaley od stzenia O = const), wow-
czas rownanie (10) sprowadza db postaci:

% =D div grad ¢ (12)
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lub
2 2 2
Eop| 2zt 22 (13)
ot ox° oy° 0z
Ax
. |
000000 000
000 000000 _
00000 @ 00 o Skinka
000000 000 ,
000 000 @0 o SkdikB
000000 000
| AX |
<§ 100 i i
E | |
; : : A
B | :
| 1
3 | :
e " ] 1 Rys. 2. Gradient stenia sktadnikaA
Odlegtosé podczas procesu dyfuzji

Rownania (10) i (12) wskazyjze stzenie sktadnikow w procesie dyfuzji
zmienia s¢ w sposob eaigly i dazy do catkowitego wyrébwnania walt stze-
nia sktadnikow w uktadzie (rys. 3.).

100

Rys. 3. Zmiana stenia skladnika A
w procesie dwusktadnikowej dyfuzji wza-

Odlegtosé jemnej

Stezenie sktadnika A

Kolejne uogdlnienie matematycznego opisu proceguzfl (praw Ficka)
przedstawit E.O. Kirkendall na konferencji AIME w942 r. Podstaw tego
uogolnienia byty wyniki badaeksperymentalnych zjawiska dyfuzji wzajemnej
migdzy miedziy (Cu) i mosadzem (Cuzn) (rys. 4.). Stwierdzonge asrodek
dyfuzji ulega przesueciu [4] (przesurgciu uleglty druty molibdenowe stano-
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wigce markery), a stenie wakansow odgrywa decydey role w zjawisku dy-
fuzji wzajemnej. Wykazanoze r&zne wartdci strumienia dyfuzji sktadnikow
uktadu powoduj tworzenie si weztdw sieci krystalicznej po jednej stronie po-
czgtkowej ptaszczyzny kontaktu pary dyfuzyjnej i ichywanie po drugiej (ani-
hilacje weztéw sieci).

Podczas daviadczenia ustalong,e w procesie dyfuzji wzajemnej w cia-
tach statych wyspuje ruch érodka (dryft, unoszenie) powodgaly przesuricie
markerow (wskanikow pocatkowej ptaszczyzny kontaktu). €8t przemiesz-
czenie s osrodka podczas dyfuzji okéka sk zjawiskiem (efektem) Kirkendal-
la. Doswiadczenia Kirkendalla odegraty decyghj role w rozwoju teorii dyfu-
zji wzajemnej [4].

Rys. 4. Schemat dwiadczenia Kir- Cu-Zn
kendalla i Smigelskas, na podsta- Marker
wie [1] molibdenowy

Efektowi Kirkendalla towarzyszy zazwyczaj jesz¢edno zjawisko, okre-
slane efektem Frenkla. Objawia sivorzeniem poréw w plytce oraz jej przew
zeniem s¢ podczas procesu wygrzewania dyfuzyjnego (rys.3wierdzonoze
pory i przewgzenie powstaj po tej stronie patzenia — ptaszczyzny rozdziatu,
ktora cechuje wikszy strumié@ wyptywajacy niz doptywapcy z jego drugiej
strony.

Przewezenie

Rys. 5. Schemat efektu Frenkla, na Pory Plaszczyzna
podstawie [1] rozdziatu

W 1948 roku L.S. Darken zaprezentowal poteori charakteryzujca
proces dyfuzji wzajemnej [5]. Stanowi ona pgiek zaawansowanego matema-
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tycznego opisu transportu masy w ciatach statydtcefstacja konwekcji (dry-
ftu) w ciatach statych prowadzi bowiem do zgétnia réwnania dyfuzji (prawa
Ficka, rownanie (12)) zataoscia ogolniejsa — prawem zachowania masy.

Darken przyit zatazenie o istnieniu i jednoznaczied pewnej grednionej
wartasci predkosci zgodnie z zatnoicig (14), ktdn okreslit predkoscia dryftu
[5:

ac; 0. 0 D .

—=——Ji)——lcv~ ), i=AB 14

ot ax U)o (@) (14)
gdzie: VP — predkaos¢ Darkena (dryftu),

ji — strumié dyfuzji sktadnika.

Analiza réwnania (14) pozwala sformutoévaasepujacy wniosek: proces
dyfuzji wzajemnej zachodzi gilzy sktadnikamiA i B, wykazupcymi wzajemn
rozpuszczaln& i tworzacymi staty roztwor cigly (rys. 6.). W temperaturze
podwyzszonej podczas wygrzewania pedry skitadnikamiA i B powstaje roz-
twor staly. Jest on skutkiem oddziatywania dwochrateni dyfuzji: atomowA
whnikajacych do sktadnikd i odwrotnie — skierowanego strumienia atomBw
przemieszczapych s¢ do skfadnikaA. Strefa roztworu statego wraz z uptywem
czasu ulega rozszerzeniu, @o catkowitego wymieszaniagssktadnikow (osi-
gnigcia stanu réwnowagi termodynamicznej).

g AB— Rys. 6. Schemat procesu dyfuzji wzajemnej

w czasie — model Darkena

1)

Darken, okré&lajac wartagci predkosci dryftu, przypt nastpujace uprosz-
czenie: catkowite gkenie molowe mieszaniny jest stafe = c, + G; = const)
Predkosé dryftu v° po uwzgednieniu tego zatgenia i sumy zateosci zacho-
wania masy wszystkich sktadnikow (rownanie (143} jgkrélona rownaniem:

%(cvf’ + ja+ ) =0 (15)



15

Po scatkowaniu rownania (15) otrzymuje saleznosé:
D _ * 1 . -
VEEV(O = Uat ) (16)

gdzie v (t) — srednia warté¢ predkasci, ktra zaley tylko od warunkéw brze-
gowych.

W uktadzie zamkgitym (bez wymiany masy z otoczeniem)eqtkos¢
Vv () =0. Predkos¢ Darkena w uktadzie wielosktadnikowym zamygim jest
wigc dana zatnoscia:

v =—%( in i) (17)

Przyjeto zala@enie,ze stzeniei-tego skladnika wynosi, wéwczas réwnanie na
strumienr dyfuzji tego sktadnika ma posta

ch
i =qy =g o (18)

NA  ox
gdzie: Bi — ruchliwas¢ dyfundupcych atomow-tego sktadnika,
vid — predkos¢ przemieszczaniaegatomu wywotana dzialaga sitg Fi na
ten atom dana zaleosicia:
__ 1oy

(19)

NI
przy czym N* — stata Avogadra,
,ufh — potencjat chemiczniytego sktadnika.

Przyjmupc, ze roztwér tworacy si w procesie dyfuzji jest roztworem
doskonatympodczas powstawania tego roztworu w warunkach rimetznych
i izobarycznych nie wyspuja zadne efekty energetyczne ani zmianyetsici.
Wartcé¢ potencjatu chemicznego w tym przypadkuzme wigc wyraze wprost
Za pomog jego stzenia:

4= 1° +RTIn N (20)

gdzie: 4° — potencjat chemiczniytego sktadnika w warunkach standardowych

(1 = const),
Ni — utamek molowy-tego sktadnika(N; =G/0).
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Utamek molowy sktadnik&\ (réwnanie (20)) w roztworach rzeczywistych
powinno s¢ zaspi¢ jego aktywnécia:

4= 1 +RTIn a (21)

Rownanie (21) mina rownie przedstawd za pomog wspotczynnika aktywno-
sci yi (¥, =a/N). Uzyskuje st wowczas jego nagbujaca posta:

K= 1+ RTIn(y N) (22)

Po uwzgtdnieniu w rownaniu (21) zatacsci (18) na strumig dyfuzji sktadni-
ka otrzymano:

, dina
_d - _ T 23
i =GRl T— (23)
gdziekg — stata Boltzmanna.
Réwnanie (23) mina przedstawiréwniez w postaci:
, dina 0
i =-NBkT A% (24)

oN; 0x

Czstkowy wspotczynnik dyfuzji-tego sktadnika oznaczono prze2'.
Okresla on zdolné¢ do dyfuzjii-tego sktadnika w roztworze statym zgodnie
z rOwnaniem:

dlna
oN,

(25)

D' =Bl TN

Po uwzgtdnieniu w réwnaniu (14) réwma(17), (24) i (25) otrzymano
wyrazenie na zmiagistzenia sktadnika w czasie w funkcji gradientezsnia:

96 _0(5106),0(¢( 519G _0G =
ot 6X[Di 6xj+6x( c( PaTax Ps 6XD' '=AB (26)

Réwnanie (26) mma réwnie przedstawd w nastpujacej postact

oN, o[, dN CON, 0N, |
M9 N N [-p e 2N o p 27
ot ax( " ox ( " Tox D Tax AP @)

1 Réwnanie (27) powstato w wyniku obustronnego peldziia przex — state catkowite gtenie molo-
we mieszaniny.
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Przyjecie zalenaosci %ﬂaaﬁzo umazliwia przedstawienie rownania (27)
X X
dla jednego sktadnika:
ONg _ 0 | L ONg .
o —&((DB+NBDA NBDB)W . i=AB (28)

Rownanie (28) mma réwnie zapisa nastpujaco:

ONg _ @ oN .
a_tB:&((DE';(N,ﬁ Ng)+ NgD,- NBDB)a—XBj, i=AB (29

W rezultacie otrzymuje sirbwnanie Darkena pozwadage na okréenie zmiany
wartasci utamka molowego w czasie w procesie dyfuzji \erafe;:

ONg _ 9 [5 N,

ot ox axJ’ '=AB (30)

gdzie D jest wspotczynnikiem dyfuzji wzajemnej.
Wartas¢ wspoétczynnika dyfuzji wzajemnej moa okréli¢ za pomog row-
nania:

D=DLN, + NgD, (31)

Rownanie (31) wyznacza zates¢ pomidzy wspoéiczynnikiem dyfuzji wza-
jemnej w stopie oraz wspotczynnikamigstkowymi jego sktadnikéw i ich st
zeniem (rys. 7.).

D (N,=1)

. DA (Ng=1)
Rys. 7. Zalenos¢ pomidzy czst-
kowymi  wspotczynnikami  dyfuzji

(D) oraz D§) i wsp6iczynnikiem

dyfuzji wzajemnej (D) w funkgji O T .
stezenia, na podstawie [1] Stezenie sktadnika



18

W dotychczasowych rozwaniach dotyczcych transportu masy uwzgl-
niono kinetyk procesu dyfuzji w zalaosci od gradientu stenia sktadnikow
stopu. Wystpuja jednak przypadki, dla ktérych dyfuzja zachodzi ewkrgra-
dientowi stzenia. Okrélana jako dyfuzja wspujgca jest najogciej spowodo-
wana oddziatywaniem pola ngpen (rys. 8.).

Rozciaganie

Rys. 8. Schemat dyfuzji wgiujacej
w wyniku oddziatywania pola napren,
na podstawie [6]

W przyjetym modelu dyfuzji w tych warunkach wyadhmiono obgtos¢
materiatu poddanego ohleéeniu zginagcemu. W goérnej gZci ulega on rozagr
gnieciu — nasgpuje zwikszenie odlegkri migdzyatomowej, natomiast w dolnej
sciskaniu — zmniejszenie odlegty migdzyatomowej. Atomy skifadnika o gh-
szym promieniu atomowym majendeng do przemieszczaniaesw kierunku
rozcigganej obgtosci materiatu. W kierunku przeciwnym dyfundupatomiast
atomy o mniejszym promieniu atomowym.

Ogdlnie mana przyjé, ze do wysipienia dyfuzji wsgpujacej nie jest ko-
nieczna dodatkowa sita dziadap na poszczeg6lne skladniki uktadu. Analiza
matematyczna modelu Darkena wskazagew celu wygenerowania efektu dy-
fuzji wstepujacej jednego ze sktadnikow w uktadzie tréjsktadnilyowwartgé
wspotczynnika dyfuzji jednego ze sktadnikbw musi lgnacznie wgksza od
wartasci wspotczynnika dyfuzji pozostatych sktadnikowgng.).

L e
50 -
=
NS 40
£ | Skladnik 2
S 30+ __;1‘;_11“.\
8 -
7
20 -
10 S"k%admk3 Rys. 9. Zmiana stenia sktadnikéw
S T S S w procesie dyfuzji wzajemnej w funkcji

0,0000  0,0002  0,0004 0,0006 0,0008 0,0010 odlegtcici, dyfuzja sktadnika 2. zacho-
Odlegtos¢, cm dzi wbrew gradientowi stenia
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Dalsze rozwzania dotycz uogOlnienia zatenoici charakteryzujcych
procesy transportu masy. Przedstawiono model dyfwiglosktadnikowej,
uwzgkdniajgcy oddziatywanie pola nagren sprzystych powstajcego podczas
transportu masy. Model ten [7] okleny metod dwoch pedkosci (uogdlniona
metoda Darkena) umbwit m.in. uwzglednienie strumienia wakanséw [8, 9]
oraz generowanie pustek (efekt Frenkla) [10-12)ymudaciji numerycznej pro-
cesu transportu masy. Scharakteryzowano rGwmiedele pozwalgge na usta-
lenie potaenia ptaszczyzny Kirkendalla (efekt Kirkendallap[14].

Uogolniory metod Darkena zastosowano do modelowania procesu dyfuzji
reakcyjnej [15-20] — dyfuzji w ukladzie cechoym sk brakiem wzajemnej
rozpuszczalni skladnikdw lub w znacznym stopniu ograniczori®yfuzja
w takim ukfadzie prowadzi do powstawania krysztaldowej fazy péredniej
na powierzchni mgidzyfazowej. Struktura otrzymanych krysztatéwnidsic od
struktury krystalicznej sktadnikéw uktadu.



2. MODELOWANIE PROCESU DYFUZJI W STOPACH
WIELOSKEADNIKOWYCH — UOGOLNIONA
METODA DARKENA Z UWZGLEDNIENIEM
POLA NAPREZEN SPREZYSTYCH

2.1. Wprowadzenie

Teoria dyfuzyjnego transportu masy jest przedmiotetensywnych roz-
wazan | bada doswiadczalnych w wielu godkach naukowych [21-26]. Przed-
stawione w pracy (rozdziat 1.) modele procesu di/hie wystarczaj jednak do
poprawnego iléciowego opisu rzeczywistych proceséw cieplnych @odzo-
nych w technice. Wspétczesne technologie datytajczsciej stopéw wielo-
sktadnikowych. llgciowa charakteryzacja procesu dyfuzji ma istotneczenie
praktyczne, pozwala bowiem na prognozowanieseweosci fizycznych i che-
micznych tych materiatdw. Charakteryzacja zjawislp@wviedzialnych za dy-
fuzyjny transport masy umbwia kontrole procesow dyfuzji zachodeych
w materiatach z wksz doktadndciag. Pozwala jednoczaie na prognozowanie
ich wiasciwosci uzytkowych.

Badania procesu dyfuzji o charakterzeséglowym wymagaj stosowania
zaawansowanych technik @dadczalnych oraz wprowadzenia do ich opisu
zlozonego aparatu matematycznego. Bwst tym zakresie oraz w obszarze
modelowania zjawisk fizycznych zachadgch w stopach technicznych jest
waznym wyzwaniem badawczym. Materialy te mussie cechowa zar6wno
dobrymi wi&gciwosciami mechanicznymi, jak i dofprstabilngcig cieplrg oraz
odporndcia na koroz¢ w agresywnyngrodowisku chemicznym.

Przedstawiono matematyczny opis procesu dyfuzjki@dach z nieograni-
czory rozpuszczalnicia (nie wystpuje zjawisko dyfuzji reakcyjnej). Omowio-
no matematyczny model charakterymyj proces dyfuzji wzajemnej, w ktérym
dyfuzja sktadnikéw zachodzi w ggtym obszarze. Gtéwnzalety modelu ma-
tematycznego i numerycznego jestaimosé jego zastosowania w skali mikro-
i makroskopowej. Uogdlniona metoda Darkena [7] diméa modelowanie
procesow dyfuzji w wielosktadnikowych roztworaclkatgth. Pozwala réwnie
na okrglenie pola napzen sprzystych powstajcych w obgtosci materiatu pod
wplywem transportu masy.



21

2.2. Uklad odniesienia

Wyprowadzono prawa zachowania masydwpi energii wewgtrznej oraz
entropii dla uktadur-skltadnikowego (r = 2). Zdefiniowano réwnie catkowity

predkos¢ sktadnika mieszaniny; oraz jego molow i masovd gestas¢ — odpo-
wiedniocii g ((p =M,qg)).

Catkowita gstas¢ masowa mieszaniny o = p(t,x), objetos¢ masowaQ™
oraz utamek masowy sktadnike" sa okreslone zaleénosciami:

1
I 32
p Qm ZI’()' ( )
oraz

N"=p/p (33)

Uwzglednienie w réwnaniu (32) twierdzenia Eulera [27] uhwia zapis ta-
samdci pozwalajcej na obliczenie catkowitej ofipsci masowej jako sumy
objetosci czastkowych jej sktadnikow:

Qn Q"o
SLNT=Y 22 =N QMg =QMp=1 34
Z| Qm I Z| Qmp Z| 1 IOI IO ( )
gdzie Q" =Q"(N,",..N™ p,T) i Q" =Q"(N,",..N.™; p,T) — obgtosci masowe
odpowiednid-tego sktadnika oraz catej mieszaniny.

2.3. Réwnanie konstytutywne strumienia
masy skfadnika roztworu
Catkowity strumié@ masy kadego ze sktadnikdw zgodnie z oggldefini-
Cja strumienia jest proporcjonalny desgosci masy tego skfadnika i jegogal-
kosci w uktadzie zgodnie z zatroscia:
J=pv, 1 =1..r (35)

Predkos¢ sktadnikavi w rownaniu (35) jest okéona, podobnie jak w mo-
delu Darkena, jako suma wadtdpredkosci dyfuzji v* i predkasci dryftu vi™™

vV, = Vld + \/jryft (36)

2 Zaleznoéci masowe s wyrazone w kilogramach w przeciwistwie do wartéci molowych wyrao-
nych w molach.
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Predkos¢ dryftu jest jednakowa dla kdego ze skiadnikdéw biecych udziat
w procesie transportu masy i jest wypadigmedkoscia catego uktadt

Uwzglednienie w réwnaniu na strunfianasyi-tego sktadnika (35) rowna-
nia na pedkos¢ catkowig (36) pozwala na okéienie stopnia podziatu catkowi-
tego strumienia masy; oraz pedkosci catkowitej vi kazdego ze sktadnikow
roztworu:

J =il +pv™ i = 1. (37)
v =+ (38)

gdzie j? = pv® — strumié dyfuzjii-tego sktadnika.

Strumien dyfuzji

Réwnanie okréajace strumié dyfuzji przy zataeniu, ze stzenie masowe
i-tego sktadnika wynoga przyjmuje posta[28]:

i =A% =ABF (39)
gdzie: Bi — ruchliwag¢ i-tego sktadnika,
Fi — sita dziatajca nai-ty skladnik.

Darken przedstawit hipotezwedtug ktorej dyfuzj wzajemmn w uktadach
wielosktadnikowych nagza gradient potencjatu dyfuzji [5]. Potencjat ten
moze by zatem sump potencjatéw wynikajcych z sit dziatajcych na sktadnik.
Wyréznia sk potencjaly: chemiczny, mechaniczny, elektrycznggnmetyczny
i inne [29].

Potencjat dyfuzji w prowadzonych rozisniach jest okridony jako suma
potencjatéw chemicznego i mechanicznego [30]:

F, =-grady =-gradf™ + 4" | (40)

gdzie ,ufh, 4™ — odpowiednio potencjat chemiczny i mechanicznipidiacy na
i-ty sktadnik.

Potencjat mechaniczny okta cisnienie i obgtos¢ masovq zajmowan
przez sktadnik w uktadzie wielosktadnikowym [31]:

U =-Qmp (41)

gdzie: Q" — masowa olgtos¢ i-tego sktadnika (dla = 1¢ Pa),
p —cisnienie.

3 Bilansuje strumienie dyfuzji wszystkich sktadnikow
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Po podstawieniu zatacsci (40) i (41) do réwnania na strumiayfuzji
sktadnika (39) otrzymano:

it =-pB grad "' -Q"p), i = 1.1 (42)

Wprowadzenie potencjalu mechanicznego pozwala adaziie oddziatywania
napezen sprzystych podczas procesu dyfuzji wzajemnejsni&nie jest okre-
slone jako suma skladowych tensora mgapti o w kierunkach gtéwnych:

p= _%(011"'022'*'039-

Strumien dryftu — unoszenia

W termodynamice procesdéw nieodwracalnychetmdf masowa poszcze-
goélnych sktadnikéw jest parametrem ekstensywhymie jest zachowywana.

Objetos¢ roztworu|Q(t)| w czasiet okresla zaleznosé |Q(t)| =j‘Q(t)‘dx. Po

zastosowaniu tej relacji w 2eamdci Eulera (rownanie (34)) otrzymujegsta-
sad zachowania gstcici objgtosci mieszaniny zgodnie z réwnaniem:

d|Q(t)|

d ma._ d r _—
aj\g(t)\pQ dx_aj\g(t)\éﬂQi dx= (43)

Po uwzgtdnieniu twierdzenia Liouvilla[32] w réwnaniu (43) jego lewa strona
przyjmuje posté&

d r m (< - (s
aden A% dxzfam(a@"g J”‘V(Em"vﬂdx (42)

r
Poniewa z definicji - p Q™ =1, réwnanie (44) przyjmuje posta

i=1

d r e o
aj‘g(t)‘;p&zi dx—jg(t)dlv[;,qqm\(]dx (45)

4 Parametr ekstensywny jest proporcjonalny do wailiep liczby czstek tworacych uktad. Parame-
trami ekstensywnymias masa, olgjtos¢, entropia, entalpia. Parametr niezale od ilaici materii
w uktadzie jest parametrem intensywnym. Parameétiatensywnymi g§: temperatura, €nienie,
utamek masy.

5 Twierdzenie Liouvilla — jeeli funkcje 0:[0, ©)xR® -~ R® oraz p:[0, ©)xR® - R® g

funkcjami ciagtymi (rézniczkowalnymi), to  wysipuje zalenos¢ % I pvdx=
5t

)
= I){V[Z)+div(pv)}+p(z\t/+ v@radvj} dx.

Z(t
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Po podstawieniu rownania (45) do (43) uzyskanozpak€ micdzy zmiam ob-
jetosci zajmowanej przez uktad i catkowitym strumieni@yfuzji wszystkich
jego sktadnikow:

dom|_ (& o
" —.[Q(t)dw{;p,fziv,jdx (46)

Rownanie (46) okrda wiec zmiare objetosci zajmowanej przez roztwér w cza-
sie.

W celu rozwjzania lewej strony rownania (46) nafewyrézni¢ dwa zja-
wiska graniczne: 1) gdy proces dyfuzji jest rozamy w statej olgjtosci — brak
sit zewrgtrznych dziatajcych na ciato, 2) gdy proces dyfuzji jest rozamay
w zmiennej ohjtosci — na ciato dziatajdodatkowe sity zewgirzne.

1. Proces dyfuzji wzajemne] jest rozwmay dla stalej oljosci

|dQ(t)| = const Réwnanie (46) przyjmuje posta
div(v™ +>" p QM%) =0 (47)

Zasada zachowaniaagtosci objetosci pozwala na obliczenie polagpoiko-
sci dryftu przy zatgeniu r@nej obgtosci wzglednej sktadnikow w roztworze.
2. Zmiana ohgjtosci jest spowodowana tylko oddziatywaniem pola gapr

zeh wywotanego sitami zewgtrznymi |dQ(t)|/dt = j ) diw’ dx. Zasada @

gtosci objetosci (rownanie (46)) przybiera wowczas pdsta

JdQ(t)dlv(Z:l:plQi wjdx =J"dQ(t)‘d|V\/’ dx (48)

Zaleznaosé (48) jest prawdziwa dla dowolnej ebpsci, a wiec réwniez dla obg-
tosci elementarnej. Opuszcaajznak cafki, otrzymuje sirdwnanie:

div(Zr:piQimv,]:divv" (49)
i=1

Po podstawieniu rownania (36) do (49) uzyskugepsist@ rézniczkows zasady
zachowania a@igtosci objetosci dla napezen wystepujacych w ukladzie spowo-
dowanych dziataniem sit zewtnznych:

div(v™ -V +3" nQM™) =0 (50)
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2.4. Réwnanie bilansu masy — zasada zachowania masy

Rownanie bilansu masy dla danego uktadu ma crergkawa fizycznego
— prawa zachowania masy.

Masam(t) zawarta w olgjtosci materia+u|Q(t)| w roztworze statym wielo-
sktadnikowym w czasiejest okrélona zalendscia:

mi= [ Yadx= [ pdx (51)

@ (1)) =2 ()

Rownanie (51) po uwzglinieniu twierdzenia Liouvilla mma przeksztat-
ci¢ do postaci:

< ] Yoo I){%{in}di{imﬂdﬂo 2)

dggia el o= =

Zaleznos¢ (52) jest prawdziwa dla dowolnej ebjsci materiatu, a wic
rowniez dla obgtosci elementarnej. Opuszczajznak catki, otrzymuje sirow-
nanie:

Uwzglkdniajac relacie p=> p oraz pv=) pv, prawo zachowania
i=1 i=1
masy dla danego sktadnika roztworu przyjmuje posta

%z—div(pivi), i= 1.y (54)

Rownanie (54) definiuje zmigngestasci sktadnika roztworu w czasie. Jest ona
proporcjonalna do dywergencji jego catkowitego istienia masy.

Podstawiajc réwnanie (38) opisage catkowiy predkos¢ sktadnika do
zalendici (54), wyznacza sirownanie zachowania masy dla procesu dyfuzji
wzajemnej:

%,

> =—div(ov® +gVv™), i =1,..r (55)
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2.5. Naprezenia spowodowane dyfuzja wzajemna

Dyfuzja wzajemna w wielosktadnikowych stopach zath w wyniku ré-
nicy wartagci wspoétczynnikow dyfuzji ich sktadnikéw i jegrdédtem dodatko-
wych efektow. Jednym z nicly sapezenia spgzyste powstate wewtrz obje-
tosci materiatu. Utworzone pole nagen moze zmiené kierunek dyfuzji (dyfu-
Zja wbrew gradientowi stenia) oraz oddzialywana zmiag stzenia sktadni-
kow roztworu statego.

Naprzenia spgzyste uwzgtdniono (podrozdziat 2.3) w potencjale dyfuzji
przez wprowadzenie potencjatu mechanicznggb Przygto zasad liniowej

teorii spezystasci oraz zataono, ze powstate odksztatcenie spyste przyjmuje
mate wartdéci. Mozna wéwczas pomit cztony nieliniowe w tensorze odksztal-
cen.

Zatozono, ze H jest gradientem przemieszdzeu = x — X, gdziex i X
s3 odpowiednio wektorami wspokdnych w konfiguracji pockowej oraz
w konfiguracji rzeczywistej [33, 34]:

H = gradu (56)

Tensor odksztal@edefiniuje s¢ jako:
1 T
=§(H +H") (57)
lub
1 T
£ =§(gradu + gradu (58)

Réwnanie konstytutywne liniowej teorii gaistosci jest dane zafmoscia:
0=Ce.¢ (59)
gdzie: o — tensor nagren Cauchy’ego,
C —tensor sztywnii (Sprzystasci).

Aby upraci¢ obliczenia, zatlbono izotropowéé materiatu. Przyjto takze,
ze catkowita dylatacja — zmiana etisci €, ma dwie sktadowe powstate wsku-
tek oddziatywania pola napren wewrgtrz materiatue? i dyfuzji wzajemneg™™"
(przemieszczenie sieci — efekt Kirkendalla):

e =&+ (60)

gdzie dylatacja jest zdefiniowana za pomtensora odksztatégako suma jego
sktadowych w kierunkach gtéwnycle=traces =&, +&,,+ £,



27

Dylatacg catkowita (rownanie (60)) mzna zdefiniowa za pomog prze-
mieszczenia wztow sieci krystaliczney:

e =divu (61)

Dylatack sprzysta €’ po uwzgednieniu liniowej teorii spgzystasci [35] okresla
natomiast rownanie:
_3(1-w)

= 62
e =P (62)

gdzie: E — modut Younga,
U — liczba Poissona,
p — ciénienie (suma sktadowych tensora rapfi wkasnych w kierunkach
gtownych,p=tracer =0, +0,,+03;)

Analogicznie jest zdefiniowana dylatacja spowodoavgedkoscia dryftu

e Przyito, ze u jest wektorem przemieszazavynikajacym z procesu
dyfuzji wzajemnej (pgdkosci dryftu):

gt :%(gradj Wt (grad " § (63)

Rownanie (63) definiuje wc dylatacg wywotarg predkoscia dryftu:
e = divu " (64)

Po zré@niczkowaniu rownania (60) oraz po podstawieniu éega rowna na
dylatacg (61), (62) i (64) uzyskano podstawgpwaleznosé na okrélenie napg-
zen whkasnych (dinienia) generowanych dyfugyzajemn;:

3(1- 2)ap
E ot

divv = divv®" - (65)

gdzie v=du/dt orazv®™" = du"/dt.
Naprzenia wiasne po uwzglnieniu sredniej catkowitej pgdkosci
r

(v=>_pQM"v) mozna przedstawizalenoscia:

i=1

A-22)P__ gy > pQM™ | +divw™" (66)
E ot =
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Dodatkowo, po podstawieniu rownania (36) do (@&)ymmano zalenos¢:

@:— E . . m d
T Zj)dlv(éplle v j (67)

Na tej podstawie mma stwierdzi, ze napgzenia wikasne wygenerowane dyfu-
Zja wzajemmn zaleza od dyfuzyjndci poszczegdlnych skfadnikow stopu i wy-
tworzonego strumienia wakanséw — jest to tzw. efdktendalla.

2.6. Zasada zachowania pedu - réwnanie ruchu

W celu uwzgidnienia oddziatywania pola napgen powstatych od sit ze-
wnetrznych niezbdne jest rozwjzanie réwnania zachowanigadu — réwnania
ruchu. Zasada zachowanigdo okrélajaca pd masy w ohjtosci materiatu

|Q(t)| dla stopu wielosktadnikowego jest przedstawiorlezzaicia:

J.‘Q(t)‘ deX:J.‘Q(t)‘ZiIl)IVdX (68)

Zgodnie z drug zasad dynamiki Newtona: j@i sity dziatajgce na ciato nie
rownowaza si¢ (wypadkowa sitF ™ # 0), to ciato porusza siz przyspieszeniem

wprost proporcjonalnym do wadad sity wypadkowej i odwrotnie proporcjo-
nalnym do jego masy. &t otrzymuje sj zaleznosé:

ot =d—t [ pvax (69)
t)

Przykto, ze na ciato w ohgtosci |Q(t)| dziatah zewretrzne sity [28] po-

wierzchnioweF? i masoweF**.
Sity powierzchniowd=? 53 okreslone zalénaoscia:

F7=>"F :J.‘Q(t)‘dlvadx gdzie F =j‘Q(t)‘ divQ"g o ) (70)

gdzieo — tensor napgeen Cauchy’ego.

W roéwnaniu (70) przyjto, ze wart@¢ proporcji castkowego tensora na-
prezen® o i catkowitego tensora napen o jest proporcjonalna do wakt
ilorazu obgtosci skladnika i catkowitej olgtosci roztworu statego, czyli:

0.0 =pQ". Mozna wic sformutowd nastpujaca zaleznosé:

6 Czgstkowy tensor napeen definiuje napgzenie dziatajice na dany sktadnik roztworu statego.
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0,=0Q"0 (1)
gdzieo=) g,=) pQ"o.

Sity masowe-*"' 53 okreslone zalenoscia:

Fextzzr:lziextzi J‘plfexax (72)

EE

Catkowita sita dziataca na ciato w olgtosci |Q(t)| jest réwna sumie sit
okreslonych przez rownania (70) i (72):

Fo=Y F*= Y (R7+F% (73)

Po podstawieniu do réwnania (69) zaesci (70), (72) i (73) otrzymuje si

— j pvdx=" [ divodx+ [ p f*dx (74)
Mo oy iy

Rownania (68)-(73) unidiwiaja rOwniez wyznaczenie zmianye¢plu jednego
sktadnika roztworu podczas procesu dyfuzji wzajgmne

d = I m ex
EJ.\Q(t)\'O'V‘dX_I\Q(t)\dlva J)dx+jp(t)\'q o x (75)

Po uwzgédnieniu twierdzenia Liouville’a lewa strona réwnar(i’5) przyjmuje
posté:

EJ.‘Q t \'O'Vi dx=
J' 90, divpy ) |+g +y[graoy J' ﬁ?% dx
ot} ()" Dt
(76)
Po podstawieniu rownania (76) do (75) otrzymandepagca zaleznosé:
DV' = i m ext
J\Q(t)\p' Dt |, dX—J.‘Q(t)‘dN(pIQi U)dXJ’J\Q(t)\'q = dx (77

Poniewa roéwnanie (77) jest prawdziwe dla dowolnej gbjci, spetnione
jest rownie dla obgtosci elementarnej — mima wigc opuci¢ znak catkowania.
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W rezultacie otrzymano zaspdachowania gu (castkowe prawo zachowania
pedu) dla sktadnika stopu w postaci réwnania:

p.% =div(oQ"o)+g £, diai=1,.5 (78)

Vi

Sumowanie wart@i rownania (78) po wszystkich sktadnikach prowadpi
uzyskania ogoélnej zasady zachowargdpdla stopu wielosktadnikowego:

Dy,
2A 5t

=diva+ pf® (79)

Rownanie (79) naly rozwigzac ze wzgédu na tensor nagpren o
z uwzgkdnieniem warunkéw teorii sgtystasci — mate wartéci odksztatcenia.
Mozna zatem przyg wystpowanie rownowagi mechaniczhej rozwaanym
stopie. Réwnanie (79) przyjmuje woéwczas po$&sb]:

0=divo + pf ! (80)

Po uwzgédnieniu klasycznej postaci rownania konstytutywnelg izotropo-
wego materiatu liniowo-spgystego uzyskano zaleos¢ [37]:

J:Ltraceé] +i£ (81)
@+o)1- ) 1+v)
gdzie: & — tensor odksztatée
E — modut Younga,
v — liczba Piossona,

tensor jednostkowy.
Po obliczeniu dywergencji réwnania (81) i przedsémiu tensora od-

ksztalcé za pomog wektora przemieszcéeu (5z%(gradu+ gradﬂ}

otrzymuje s¢ zaleznosé w postaci:

divo =(A + g)grad diw + i div grad (82)
. Ev . E .
dzie A= i u= — wspoitczynniki Lamego.
g 1+0)(1- ) H 2(1+0) porezy g

7 Zalazenie réwnowagi mechanicznej stanowito podstawozwigzania zadania charakteryzacji
zjawiska sedymentacji w ciele statym [38].
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Podstawiajc réwnanie (82) do (80), otrzymujeg gpodstawowe réwnanie
zachowania ¢du dla wielosktadnikowego roztworu w réwnowadze hsec
niczney:

(A + p)grad diw + ¢ div gradi+ pf &= | (83)

2.7. Prawo zachowania energii

Prawo zachowania energii wyprowadza, siwzgkdniajgc prawo zacho-
wania masy (rownanie (55)) oraz prawo zachowasth gréwnanie (79)). Cal-

kowita energiae(t) roztworu statlego o okfosci |Q(t)| jest sum energii kine-
tycznejeqt) i gestasci energii wewgtrzneje(t) zgodnie z zalenoscia:

jm)‘edx - I\Q(t)\ %d“j\mt)\ gd: (84)

Energe kinetyczry e(t) przemieszczagej se masy w ohgtosci materiatu
|Q(t)| okresla rownanie:

I\Q exdx= ZI\Q AV dx (85)

Energe wewretrzng e(t) przedstawia gijako sung energii wewgtrznych jego
sktadnikow (ou=3" pu):

I\Q(t)\e' (Ddx= J.\Q(t)\ pudx=3, .[\Q(t)\ pud> (86)

Z zasady zachowania energii dla roztworu wyniteaprzyrost energii cal-
kowitej w jednostce czasu jest réwny strumieniowemii dostarczonej z ze-
wnatrz oraz generowanej wodtach wewgtrznych zgodnie z zataoicia:

dtj.z( +,o|qjdx:
=Zi.|.9(t)\dlv(’0i o -Q"a q)dX+ZiLQ(t)\ Ay 1 (87)

gdzie: J; — strumié ciepta,
fe'— sity zewnrtrzne dziatajce na roztwor.
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Lewa strona rownania (87) po uwegggieniu twierdzenia Liouville’a
przyjmuje nasipujaca posta:

plot - J'Zi[aplu 16'0\42 1d|v(p,v,\4)+d|V(AlJV)JdX—
oL 02 o

=2 .[Q(t)\ div(p Q"o Qg I Ydx+ 2, J.\Q(t)\ Ay U (88)

Réwnanie (88) mina przeksztaléido postaci rownowanej:

Fr= [ 3 [pl[a L +v grad(y )}+,qy{ + v gradf/ B
) o
= Zijﬁ(t)\div(’o' QoD - Q7R I Ydx+ ZiJ.\Q(t)\ Ay 17 (89)

Po uwzgtdnieniu definicji r@niczki Lagrange’a dla lewej strony rownania
(89) oraz opuszczeniu znaku catkowania otrzymujeaieznosc:

Yy R4
ZDt

=1

ZP.V.
i=1

=¥ div(gQ"oy -Q %PJq)’fZA?V £ (90)

V. i=1

lloczyn obustronny estkowego réwnania ruchu (78) igoikosci catkowi-
tej sktadnikav; po podstawieniu do zaleosci (90) prowadzi do uzyskania ko
cowej postaci rownania zachowania energii w rozhetatym:

r

Du
Zp.ﬁ

i=1

=Y div(a Qo) - Y dv(gQ"o) [y - Ydiv@"p 39 (91)
i=1 i=1 i=1

Vi

2.8. Entropia i produkcja entropii

Prawo zachowania entropii dotyczy réwnieztworow wielosktadniko-
wych, w ktérych zachodzi proces transportu masyuRfddzie termodynamicz-
nie izolowanym zgodnie z drugim prawem termodynamiistepuje funkcja
stanu, ktérej wart® zmniejsza si wraz uptywem czasu. Funkcja ta jest okre-

$lona entrop uktadu zawag w objetosci stopu|Q(t)|. Rownanie zachowania
entropii mana wigCc zapiséd w postaci:

o090 = T, 9240 [ - nr)do -

gdzie: J° — strumié entropii,
A° —zrodta zewntrzne entropii.
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Uwzglednienie twierdzenia Liouville'a unmitiwia przeksztatcenie lewej
strony rownania (92) do nagujacej postaci:

%JQZSA da| =IQ|[Z

a?atp' +Y div(sp y)j da| 93)

Podstawiajc rownanie (93) do (92) oraz przyjmaj ze prawo zachowania en-
tropii jest prawdziwe dla dowolnej alpsci, takze dla obgtosci elementarnej,
mozna opyci¢ znak catkowania. Otrzymujeesivowczas zalenosc:

Zia‘g—tp' +Y divisgy) +divE = A (94)

Aby wyznaczy entropé roztworu stalego, natg okresli¢ jej strumier J° oraz
zrodta zewmtrzne A%,

Przygto, ze potencjatl termodynamiczny jest funkcy temperaturyT, ci-
$nieniap oraz ilgsici moli wszystkich sktadnikow w uktadziMi, i =1, ...,r [39].
Otrzymano nasgpujaca zaleznosé:

G=G(T, p M, M,,...M ) (95)

Rézniczkowanie rownania (95) prowadzi do uzyskaniarmémia Gibbsa, opisu-
jacego zmian potencjatu termodynamicznego uktadu w funkcji paegow
intensywnych:

dG Za—GdT+a—de+ 0G dl\/[1+ L+ 0G d\/|r (96)
oT op oM, oM,
gdzie
5.
aT per """ Mr
0G c
(WJ =4 (97)
i/ pTM Mg e M M
e
op T.M,,...M,

Rownanie Gibbsa zapisane w funkcji parametrownsyenych przyjmuje
wigC posté:

dG =-AT+Qdp+ £F"dM + ..+ z™" dM (98)
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Analogiczne réwnanie nioa rozwizat przez wprowadzenie parametrow
ekstensywnych:

TdS=dU+ pdQ - " dM, - .-z dv (99)
Suma roéwna (98) i (99) jest catkow postaci réwnania Gibbsa:
G=U-TS+Qp (100)

lloraz rownania (99) i catkowitej, statej #d moli sktadnikéw uktadu

(M =>"M;) prowadzi do zakmosci:
i=1

Tds=du+ pdQ™ - #"dN™ (101)
i=1

gdzie:s=9M u=U/M, Q"=Q/M orazN"=p/p=M, /M.

Posté catkowg rownania (101) mmna zapisé jako:
u=Ts— @"+> 4" N" (102)
i=1

Rownanie Gibbsa (102) definiuje wyemie kaicowe na gstas¢ energii we-
wnetrznej roztworu statego w ofipsci [Q(t)|.

Przygto uproszczenigie proces dyfuzji zachodzi w uktadzie o stalejeobj
tosci. Rownanie Gibbsa zapisane za pomparametréw ekstensywnych (réw-
nanie (101)) mana przedstawiw postaci:

Tds=du-)>_ g "dN" (103)

i=1
Przyjmupc ps= Z,o, S i pu= Z,o,q, réwnanie Gibbsa nima réwnie zapi-
i=1 i=1
sa& zaleznoscig:
T> d(os)=2.dlay)-2, 4"dg (104)
i=1 i=1

Zatazono, ze rdwnanie (104) pozostaje prawdziwe;niézkujac je r&nicz-
ka Eulera. $4d otrzymano rownanie w postaci:

i=1 i=1
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Przeksztatcar rownanie (105), otrzymujegshastpujaca jego posté

' D o .
TY AT+ Xy - Ts 4" )=
i=1 i=1

33, gredk” 9Yp —2@ grad( (106)

Po podstawieniu réwnania zachowania energii weanej (91) do réwna-
nia (106), uzyskano zaleos¢ opisupca gestas¢ entropii:

r DS
T i §
2P

+Ydivy - Ts g4 3+ Q"0 B)=
v =l
=2Ji gragq’” )Fip.QmU :graﬂ—ih grad( (107)

Réwnanie (107) mma przedstawitakze w postaci:

r _ _ ch
+zdiV((q Ts-H)A v+ ‘?J:
i=1

r DS
2P

T

=1_Zr:,o,vi grags”" +£i,quma -grag +
Z( ZP.V.$+ W-Ts=4"R, A= pQ J‘jgrad'l (108)

Poréwnanie rowna (94) i (108) jest podstawdo obliczenia strumienia
i zrédta entropii:

JS =§((ui _T$ _,LfrCh),q y+ ‘]qJ (109)

1 o 14 m
=_$Z:0.Vlgraoﬂ h—?Z,QQi o grad +
i=1 i=1
r(1d 1 " 1 i
+Z{?ZPM$ S W-Ts=47)R V-=RQ J“] grad T (110)
=\ | iz T T

Na podstawie rownania (110) vma stwierdz, ze zrédta entropii podczas pro-
cesu dyfuzji zal#g od kwadratu strumienia dyfuzji sktadnika.
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2.9. Oddziatywanie pola naprezen

Analiz¢ procesu dyfuzji prowadzono w stopie dwusktadnikowyprzy
uwzgkdnieniu wytworzonego pola nagen [40]. Ustalono stopie wptywu
wartasci modutu Younga na kinetgkprocesu dyfuzji oraz wielkoé pola napg-
zen sprzystych spowodowanego transportem masy. W raaniach przygto
wyidealizowany przypadek dyfuzji wzajemnej w dwkhikowej parze dyfu-
zyjnej A-B (rys. 10.). Dokonano analizy uzyskanych wynikownsgiacji nume-
rycznej, aby ustalirozktad wartéci skzenia poszczegoélnych sktadnikéw roz-
tworu statego. W obliczeniach zastosowano rowngd®a, (47) oraz (54). Pro-
cesy symulacji prowadzono dla jednej waciowspétczynnika dyfuzji we-
wngtrznej. Przygto natomiast rine wartdci modutu spgzystasci E Younga.
W pierwszym przypadku zatono modutE = O — napgzenia nie bylty uwzgid-
nianie, w drugim natomia& = 100 GPa -$rednia warté¢ modutu spgzystasci
Younga stopdéw metali. Stwierdzono wplyw pola rapfi ha proces transportu
masy (rys. 10.): rbwnomiernie rozmieszczone polargian hamuje proces dy-
fuzji wzajemne;j.

100 PR
90 [
80 [
\2 70 E ....... StQZCniC
od 60 poczatkowe
'§ 50 | —-—— E=0Gpa
BT — E =100 Gpa
N
30
20
10[
0 p— .
-0,08 -0,04 0,00 0,04 0,08

Odlegtos¢, cm

Rys. 10. Rozkiad stenia sktadnikéw podczas procesu dyfuzji
wzajemnej w zalmosci od wartéci modutu Younga; wspot-
2
czynniki dyfuzji D1 = 10° D2 = 1070 ﬂ, temperatura
s

T=1273 K, czas=100 h

Okreslono take rozktad wartéci predkosci dryftu oraz pola nageen (ci-
$nienia) generowanego procesem dyfuzji wzajemne. (ti.).Zrodtem zarow-
no prdkos¢ dryftu, jak i pola nagizen jest ré&nica wartdci wewretrznych
wspotczynnikéw dyfuzji sktadnikow. Stwierdzono wgsbwanie napzen $ci-
skapcych w catej olgjtosci modelowego uktadu.
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a) b)
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Rys. 11. Zalenosci predkosci dryftu (a) i cknienia (b) podczas procesu dyfuzji w stopie dwu-
sktadnikowym w zalenosci od wartéci modutu Younga; wspétczynniki dyfuzd: = 10,

2
D2 = 10710 ﬂ, temperaturd = 1273 K, czas= 100 h
s

Ustalono take wptyw pocatkowego sgzenia sktadnikow na wyniki proce-
su symulacji numerycznej, magj na celu okrdenie rozkladu wartiei stzenia
sktadnikdw po procesie dyfuzji wzajemnej. Symulagjgkonano dla rénych
wartasci pocatkowego s¢zenia sktadnikow (rys. 12.) oraz parametréw, takich
jak wartaci wspoétczynnika dyfuzji i modut sprystasci YoungakE = 100 GPa.

100
90 [- i
sof 4 /,I’/
E: 70 r // I.
. . X 00 ) )
Rys. 12. Rozkiad stenia sktadni- & 5oL _———___ i
kow podczas procesu dyfuzji wza- 5 ;1 J Stezenie poczatkowe
jemnej w zalenoici od wartdéci 2 b R —— 1-0at. %
pocatkowego sgzenia sktadnikéw; N N 2-10at. %
wspdtczynniki dyfuzji D1 = 107, N ol ——— 3-50at. %
em? e - —4-75at.%
D2 = 10 ——, temperatural = o= ="
S 10 1 I 1 1 1
= 1273 K, czag = 100 h, modut 0,08 0,04 0,00 0,04 0,08
sprzystaici YoungaE = 100 GPa Odlegtos¢, cm

Stwierdzonoze sity dziatajce na poszczegolne skiadniki roztworu statego
(np. potencjat chemiczny)y grédtem dodatkowego pola napen. Sity te po-
winny wiec by¢ uwzgkdniane w obliczeniach procesu transportu masy.i2aal
uzyskanych wynikow wskazuje réwiieze zmniejszanie gradientu masy zmie-
nia charakter powstalego pola ngmh. Napezenia ulegty zmianie oéciskap-
cych do rozcigajacych dla wartéci gradientu masy 25% at. Zmniejszanie war-
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tosci gradientu masy prowadzi do zkszania pgdkosci dryftu (w stopie dwu-

sktadnikowymv®" = (D} - D},) aNA)) (rys. 13.).

a) b)
025 - 3
Stezenie poczatkowe L
— 020} 2t
th —=-1-0at. % “
g OISf e 2210 at. % s
= 010_———3 50 at. % &'
S [—4-75a.% .
0,05 o
gy il T
= 000 e -2 -I[ Stezenie
Z sk 000 N 2] ATseser 2 Ll | poczatkowe
2 O = 1-0at.%
2. -010F =1273K a .2-10 at. % =1273 K
& P t7100h L 3-50at. % t=100 h
S 100 Gpa _4._4 75 at. 00 E =100 Gpa
| R R R
05 04 03 02 0.1 00 01 02 03 04 05 05 04 03 02 0.1 00 01 02 03 04 05
Odlegtos¢, cm Odlegtos¢, cm

Rys. 13. Zalenosci predkosci dryftu (a) i cénienia (b) podczas procesu dyfuzji w stopie
dwusktadnikowym w zalbeoici od Warteﬁci pocatkowego sgzenia skladnikow; wspot-

czynniki dyfuzji:D1 = 10° D2 = 1020 I , temperaturd = 1273 K, cza$ = 100 h, modut
s

sprzystasci YoungaE = 100 GPa

Analiza wynikéw symulacji numerycznej procesu dyjifloraz stopnia od-
dziatywania wartéci pola napgzen na transport masy nme mie rowniez zasto-
sowanie do stopow tréj- i weejsktadnikowych. Przyktadowo, okiteno wptyw
wartasci modutu spgzystasci Younga na kinetyk procesu dyfuzji wzajemnej
w roztworze staltym CuFeNi [41, 42]. Dla roztworuF&lNi (jednego z kilku)
wyznaczono eksperymentalnie wardiowspotczynnika dyfuzji sktadnikow (me-
todg traseréw) oraz ich potencjatu chemicznego. Uwthgienie oddziatywania
pola nap¢zen w roztworze CuFeNi pozwoli ha jego charakterygakgsciows
I jakosciows.

W prowadzonej symulacji numerycznej prgdgj wartgci modutu Younga
E=01iE =117 GPa. Analiza wynikéw baileeksperymentalnych pozwala
stwierdzt, ze uwzgkdnienie dodatkowego pola ngpen w symulacji nume-
rycznej transportu masy prowadzi do zmniejszematyki procesu dyfuzji (rys.
14.). Jednoczmie wykazanoze wprowadzenie pola nagen do obliczé —
symulacji numerycznej unibwia otrzymanie wartéci stzen skltadnikéw zbli-
zonych do uzyskanych w badaniach eksperymentalnych.

Metodt t¢ mazna stosowé& do prognozowania zaréwno rozktadu wéacio
stezenia sktadnikéw roztworu statego, jak i powstajgo pola nageen podczas
procesu dyfuzji wielosktadnikowej. Nagenia 8 wywotywane wartécia roz-
nicy statej sieciowej sktadnikébw roztworu oraz igromieni atomowych.
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100 F
—-—- E=0Gpa
e — E=117Gpa
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.& 20 L Stf;zeme poczatkowe
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Rys. 14. Rozktad gtenia sktad- 20| ‘ :
nikéw stopu CuFeNi podczas pro- 0 T :
cesu dyfuzji wzajemnej w zate I ;
nosci od wartéci modutu Younga 0 =
. 0,08 0,04 0,00 0,04 0,08
E=0IiE =117 GPa,; temperatura y
T=1273K, czas=170h Odlegtos¢, cm

Tworzace s¢ pole napgzen czsto jest efektem nieggdanym, sid dazenia do
jego minimalizowania lub uswggia przez wygrzewanie stopéw. Ustalorie,
wplyw pola napgzen sprzystych wywotanych procesem dyfuzji na transport
masy jest nieistotny [41]. Podobne obserwacje dates stopnia wptywu napy
zen whkasnych na proces dyfuzjp grzedstawione w publikacjach naukowych
[43-48], w ktérych modele te zostaly jednak w zmaem stopniu uproszczone.



3. PRZEMIESZCZENIE PLASZCZYZNY KIRKENDALLA

3.1. Wprowadzenie

Kolejne uogdlnienie matematycznego opisu proceguzf (praw Ficka)
przedstawit E.O. Kirkendall (1942 r.). Wykazak r&ne wartdci strumienia
dyfuzji sktadnikow uktadu powodgjtworzenie sj weztdw sieci krystalicznej po
jednej stronie poeitkowej ptaszczyzny kontaktu pary dyfuzyjnej i ichywanie
po drugiej (anihilag weztdw sieci). Gtownym wnioskiem tego &leiadczenia
bylo ustalenieze podczas dyfuzji wzajemnej w ciatach statych wysge ruch
osrodka (dryft, unoszenie) powoday przesurjcie markerow (wskaikow
pocatkowe] ptaszczyzny kontaktu). gtkos¢ dryftu jest scharakteryzowana
przez strumig wakansoéw w materiale za pomadwnai:

aN,

o (111)

Vdryft — _Zr: Dl ﬂ oraz le’yft - _D/
= ' ox

gdzie: V™" — prdkosé dryftu,
Dv — wspotczynnik dyfuzji wakansow,
Nv — utamek molowy (stenie) wakansow.

J.F. Cornet i D. Calais (1972 r.), prowadzrozwaania teoretyczne,
stwierdzili mazliwosé tworzenia s wielu ptaszczyzn Kirkendalla w procesie
dyfuzji wzajemnej w wielosktadnikowych stopach nliefd9]. Stwierdzili, ze
warunkiem niezednym do utworzenia kilku ptaszczyzn Kirkendallatjegna
zalenos¢ wartasici czgstkowych wspoétczynnikow dyfuzji sktadnikow stopu od
ich sezenia. Zagadnienie to rozwat takee F.J.J. van Loo [50], ktory wykazat,
ze taki efekt mena uzyska przy zalaeniu wystpowania efektywnegarddia
defektow struktury krystalicznej stopu.

Doswiadczaln weryfikacg istnienia wielu ptaszczyzn Kirkendalla przed-
stawit M.J.H. van Dal [51]. Stwierdzit wygtowanie dwdéch ptaszczyzn Kirken-
dalla w krysztatach fazy TiNi i TiNi(rys. 15.), utworzonych w procesie dyfuzji
w stopach dwusktadnikowego uktadu rownowagi fazoMie]i.

Dodatkowo, van Dal eksperymentalnie potwierdzidiez zaproponowa-
na przez Corneta i Calaisa podczas kialeetyki procesu dyfuzji w stopach
dwusktadnikowego uktadu réwnowagi fazowej Ni-Pd zofee-Pd, obserwag
pojedyncz ptaszczyza Kirkendalla. Wys¢powanie dwoéch plaszczyzn stwier-
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dzono natomiast w stopach dwusktadnikowego uktadwnowagi fazowej
Au-Zn [52] i Co-CoSi [53].

A. Paul [54] (2004 r.) rowniewykazat,ze pojawienie si kilku ptaszczyzn
jest maliwe nawet w stopach jednofazowych, m.in. w krykath fazy mg-
dzymetalicznep-NiAl w nadstopach niklu.

Rys. 15. Mikrostruktura warstwy dyfuzyj-
nej pomedzy Ni i Ti — widoczne $ dwie
ptaszczyzny Kirkendalla w krysztatach
fazy TiNi i TiNis, na podstawie [51]

Analiza danych literaturowych wskazuje dotychczas opracowano kilka
modeli umaliwiajacych prowadzenie symulacji numerycznej oraz ustalen
potozenia ptaszczyzn(y) Kirkendalla [55-61]. Nayeréwniez wyodrebni¢ model
uwzgkdniajgcy meto@ dwoch pedkosci — uogoélniom metod Darkena, ktéra
okresla zachowanie gimarkera w procesie dyfuzji w warunkach veygtwania
pola nap¢zen spowodowanego transportem masy.

3.2. Metody okreslajace przemieszczenie plaszczyzny
Kirkendalla

Efekt Kirkendalla dotyczy nie tylko przemieszczarse ptaszczyzny po-
czgtkowego kontaktu w parze dyfuzyjnej, lecz zakmarkera podczas procesu
dyfuzji wzajemnej sktadnikow. Jest to spowodowating wartccia energii
aktywaciji dyfuzji sktadnikow stopu i jednocree niejednakowymi wartciami
czgstkowego wspoétczynnika wewtnznej dyfuzji tych sktadnikéw. Poienie
ptaszczyzny Kirkendalla w funkcji czasu w procegdidguzji mazna wyznaczy
po okraleniu prdkosci dryftu [62], zdefiniowanej metaddwdch pedkosci.
Predkosé¢ dryftu w stopach dwusktadnikowych wyznacza zagc¢:

oN
vt = (D} - D)) —24 112
(Dg = D) o (112)
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Predkos¢ dryftu w stopach wielosktadnikowych jest propor@éna do
sredniej barycentrycznej wszystkich strumieni dyfsitadnikow. Definiuje si
ja przez uwzgldnienie zasady zachowanigstpici objetosci®:

Vit =3 aaﬂx (113)

i=1

Wyréznia sk trzy gtbwne metody wyznaczania pgdmia ptaszczyzny Kir-
kendalla:

» graficzr,

* trajektorii — bezpéredniego catkowania pdkaosci dryftu,

» zasada zachowania markera.

Metoda graficzna [63, 64]

Potazenie plaszczyzny Kirkendalla ustala §irzez opracowanie wykresu
predkosci dryftu w danym czasie oraz prostej ckagacej potazenie markera
(rys. 16.) [63]:

V_dx_x—x)

dt 2

(114)

gdzie xo — potaenie ptaszczyzny Matano — patkowa ptaszczyzna styku po-
migdzy dwoma materiatami twogeymi pag dyfuzyjm.

Potazenie plaszczyzn(y) Kirkendalla wyznaczg@unkty Ki) przecécia st
prostej opisanej rownaniem (114) oraz krzywej zadéci predkosci w funkcji
czasu opisanej rownaniem (113) (rys. 16.).

v=(X-X0)/2t
Predkosé dryftu - =
e - '

Predkosé

Rys. 16. Schemat olglenia ptaszczyzny
Kirkendalla metod graficzry; Ki, K2 i K3 —
Odlegto$é potozenie ptaszczyzn Kirkendalla

8 Aby uprdci¢ obliczenia, zatbono, ze wszystkie ohkjiosci molowe skiadnikow @ state i rowne:
Qi=Q=Q=1cdlai #j.
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Metoda trajektorii [65]

Metoda trajektorii jest doktadniejsza w poroéwnarziumetod graficzry.
Polega na ustaleniu aktualnego peloia ptaszczyzny Kirkendalla w danej
chwili czasu z uwzgldnieniem jej poprzedniego palenia, co umgiwia od-
tworzenie potaenia ptaszczyzny w kdym czasie (rys. 17.). Wyznaczajpo-
lozenie markera w czasi&'! przy okrdlonym potaeniu w czasig®, naley
rozwigzat nastpujace rownanie:

< it Ky +k+l
xK<tk+1)—xK(t)+jvdW“<rK<ot)dt~>f<(f‘>+ D) ()

e T ——
=)
o
10,0004
L
on
2
=
o
0,0002 -
RyS. 17. Trajektoria ptaszczyzny —— Trajektoria ptaszczyzny Kirkendalla
Kirkendalla;K — odlegta¢ ptasz- P ‘ ‘ ‘ ) ‘
czyzny Kirkendalla od ptaszczy- 700 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
zny Matano w funkcji czasu Czas, s

Zasada zachowania markera [66]

Podstaw zasady zachowania markera jest uwdglenie modelu dwoch
predkosci. Pozwala to stwierdgj ze ptaszczyzny Kirkendalla przyjmupotoze-
nie w miejscach maksimum na krzywejstpsci entropii. Meto@ gestasci entro-
pii mozna stosowado wielosktadnikowych uktadow réwnowagi fazowej.

Zmiana gstasci entropii (os) stopu w olgtosci |Q| zgodnie z drugim pra-
wem termodynamiki jest spowodowana oddziatywanieeiunerédet @°), m.in.
tarcia, dyfuzji, transportu ciepta. Prawo zachowagistosci entropii okrgla
zaleznosé [14, 67]:

> asp' +Y divisgy) +divE = A (116)

gdzieJ® — strumié entropii.
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Catkowity entrop¢ stopu okréla suma wartéci odpowiednich entropii
czgstkowych: pszzi,o, s. Produkcg entropii i jej strumié mazna wyznaczy
natomiast z zalaosci:

Jszé((ui —T$—ﬁfhm v+ JqJ (117)

oraz

AS = —%zr:,qvlgraquh—%i,qgma :grad +
= i=1
S . . (118)
+Z(;Zpivi$ - - Ts= 4R V- Q" J“J grad 1
i=1 i=1 T T

gdzie: p i Q" — odpowiednio gstoi¢ i objetos¢ masowa-tego sktadnika,
o — tensor napgen wygenerowany przez sity zewinzne dziatajce na

ciato,
J9 — strumien ciepta

Catkowita pedkos¢ sktadnikav; jest sum predkosci dyfuzji oraz dryftu:
VEEE T (119)

Predkos¢ dyfuzji okresla zalenosc:

v =-Bgrady =-B gradf™ +Q"p (120)
gdzieB; jest ruchliwdcia i-tego skladnika.
Do wyznaczenia jpdkaosci dryftu przyjmuje sj zasae ciggtosci objetosci:
Vdryft — _ziAQim\{d (121)
gdzie: g — gestas¢ sktadnika,
Q" — objtos¢ masowa.

Cisnienie — napgzenia wewgtrzne wyznacza sj okrelajac wartaé¢ cat-
kowitej dylatacji €). Jest ona sugndylatacji spowodowanej oddziatywaniem
napezen wewretrznych €°) oraz efektow procesu dyfuzji wzajemnej (pod-
rozdz. 2.5):
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e =¢ + & (122)

gdzie:e= &1 + &2 + &g,
¢ — tensor odksztatée

Ra&zniczkowanie réwnania (122) po czasie ufiwia okreslenie postaci
réwnania opisujcego zmiaan cisnienia w czasie w funkcji warfoi strumienia
dyfuzji sktadnikow:

r

@: _ E : m, d
o 30 2) w)dlv(ép'g' v j (123)

gdzie: v - liczba Poissona,
E — modut Younga.

Potazenie ptaszczyzny Kirkendalla maa wiec wyznaczy po uwzgédnie-
niu prawa zachowaniaggtcsci entropii (réwnanie (116),03=Zi,0I s). Przyj-

muje se, ze wyraeniek = ps okresla gestas¢ markeréw. Ma@na wowczas zau-
wazy¢, ze potazenie markera nie zatg od perdkosci dyfuzji poszczegoinych
sktadnikéw, lecz od warfei predkosci dryftu i pola napgzen. Przygto stah
temperatug dyfuzji podczas procesu oraz zerowy strumidepta I = const,
J9=0). Rébwnanie (116) — zasadachowania markeréw moa zatem przedsta-
wi¢ w postaci:

% + div(kv™1 = —%a  gradv™ (124)

Rownanie (124) jest okfne prawem zachowania markera. Plaszczyzna Kir-
kendalla przyjmuje potenie w miejscach maksimum funkcji opisanej rowna-
niem (124) (rys. 18.).

0,025

o Kl K2
A 1
:c 0,024 - 1
& i
o] 1
0,023 -
=1 :
. — 1
‘B 1
g o002t '
— 1
= i
Rys. 18. Poftgenie ptaszczyzny o o021} '
Kirkendalla wyznaczone za po- £ :
mog zasady zachowania marke- & (020 | |
ra; K1 i K2 — odlegté¢ ptaszczy- I :
zny Kirkendalla od ptaszczyzny 0.019 ; I L han I :
Matano w funkcji czasu, na pod- -0,010 -0,005 0,000 0,005 0,010

stawie [41] Odlegtos¢, pm



46

3.3. Symulacja numeryczna potozenia ptaszczyzny
Kirkendalla

Proces symulacji numerycznej oflegacy potazenie ptaszczyzny Kirken-
dalla prowadzono dla dwuskladnikowego ukladu rowagwfazowej Ni-Pd.
Kinetyke procesu dyfuzji ustalono dla temperatury 1000%2dsu 100 h. Pro-
wadzono analiz uzyskanych wynikow symulacji rozktadu waito stzenia
sktadnikow oraz badaeksperymentalnych (rys. 19.). Stwierdzone,wartgci
stezenia obliczonego i rzeczywistego skladnikéw zblizone. Ma@na zatem
uzna, ze wartdci wspotczynnika dyfuzji sktadnikbw przyte w procesie
symulacji g witasciwe. Okrdlenie wartdci wspoétczynnika dyfuzji (wyzna-
czenie pedkosci dryftu) umealiwia wigc ustalenie potgenia ptaszczyzny Kir-
kendalla.

100
N Eksperyment

o Ni
o Pd
Obliczenia:

80 |

60

40

Stezenie, % at.

Rys. 19. Rozkiad warfoi stze-
nia Ni i Pd w parze dyfuzyjnej;
temperatura wygrzewanial =
Odleglosé, um = 1273 K, cza$ = 100 h

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

Symulacg potazenia ptaszczyzny Kirkendalla w funkcji czasu prow@ub
z zastosowaniem trzech podstawowych metod: gradjczrajektorii i zasady
zachowania markera.

Metoda graficzna

Potazenie plaszczyzny Kirkendalla olkte sk z wykresu — jest to punkt
przeckcia prostejv = x/2t i krzywej zalenaosci predkosci dryftu (rys. 20.).
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0,018
0,016
0,014
; 0.012
= 0,010
2 L
2 0008
= I
2 0,006
[-n L
Rys. 20. Potgenie ptaszczyzny 0,004 -
Kirkendalla dla dwusktadnikowe- 0,002
go uktadu réwnowagi fazowej -
Ni-Pd — metoda graficzna; tempe- ’
ratura wygrzewanid = 1273 K, -0 60 40 -20 0 20 40 60 80
czast =100 h Odlegtos¢, um

Metoda trajektorii

W przypadku tej metody patenie ptaszczyzny Kirkendalla jest okliene
dla kadego kroku czasowego z uwgdhieniem jej poteenia w kroku po-
przednim. Uzyskuje sifunkcje parabolicza opisupca potozenie ptaszczyzny
w funkcji czasu (rys. 21.).

3,0

28 F

26k

24 |

22 F

e 20F

= 8

2 16F

5 14

Rys. 21. Trajektoria ptaszczyzny = 12

Kirkendalla dla dwusktadnikowe- © 1.0[

go ukladu réwnowagi fazowej s

Ni-Pd — metoda trajektorii; tem- 32 t

peratura wygrzewanid = 1273 02k
K, czast = 100 h,K — odlegtdé 0.0

ptaszczyzny Kirkendalla od ptasz-
czyzny Matano w funkcji czasu

Zasada zachowania markera [66]

Polazenie ptaszczyzny Kirkendalla dla tej metody gkaemaksimum funk-
Cji gestasci entropii (rys. 22.).
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Kirkendalla dla dwusktadnikowe-
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Ni-Pd — zasada zachowania mar-

kera; temperatura wygrzewania
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0.00 = - e e e K — odleglé¢ ptaszczyzny Kir-
80 60 40 .20 0 20 40 60 80  kendalla od ptaszczyzny Matano

Odleglosé, pum w funkcji czasu

Gestosé entropii, MJ kg™ K

0,01

Analiza uzyskanych wynikéw pozwala stwierdzke wszystkie przedsta-
wione metody umdiwiajg wyznaczenie polenia jednej ptaszczyzny Kirken-
dalla w stopach jednofazowych. Cornet i Calais wghiajednak,ze maliwe
jest rozmycie si ptaszczyzny Kirkendalla i powstanie kilku ptaszoayMetoda
gestasci entropii pozwala jedynie na oktenie polaenia wkcej niz jednej
ptaszczyzny Kirkendalla (rys. 23.).

W prowadzonych obliczeniach ustalono wéetowspotczynnika dyfuzji
sktadnikow do wygenerowania ggiej niz jednej ptaszczyzny Kirkendalla. Profil
stezen sktadnikéw przedstawiono na rys. 23. Metagtaficzry (rys. 24a) wy-
znaczono potzenie ptaszczyzny Kirkendalla w punkcie 0. Metodajetktorii
(rys. 24b) umeliwia poprawne okréenie jednego polaenia z dwoch ptasz-
czyzn Kirkendalla, a metodasjasci entropii — wyznaczenie patenia obydwu
tych ptaszczyzn (rys. 24c).
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Sktadnik B

80 t=10n

=
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L 40t

o

n Rys. 23. Rozklad stenia sktad-
20 nikbw w stopie dwusktadniko-

) wym A-B; wspotczynniki dyfuzji

L L S T S D, =10"N2 i Dy =107°N2 (N
-0,010 -0,005 0,000 0,005 0,010

— utamek molowyi-tego sktadni-
Odlegtas¢, cm ka), czag=10h
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Rys. 24. Polgenie ptaszczyzny Kirkendalla w stopie dwusktadnigowA-B z uwzgkdnieniem
metody: a) graficznej, b) trajektorii, ¢) zasadyclzawania markera; wspoétczynniki dyfuzji
D, =10""NZ i Dgz =10"'°NZ (Ni — utamek molowy sktadnikd, czast = 10 h,K, K1 i K2 —
odlegtaici ptaszczyzny Kirkendalla od ptaszczyzny Matantunkcji czasu



4. ODDZIALYWANIE NIEROWNOWAGOWEGO
STRUMIENIA WAKANSOW W PROCESIE
DYFUZJI WZAJEMNE])

4.1. Wprowadzenie

Ré&nica dyfuzyjndci atoméw poszczegolnych sktadnikéw stopu powoduje
powstawanie nierbwnowagowego strumienia wakans@ezas procesu dyfuzji
wzajemnej. Defekty struktury krystalicznej w konaekcji doprowadzaj do
pogorszenia wigiwosci uzytkowych materiatow i elementéw konstrukcji ma-
szyn i uradzea (rys. 25. i 26.). Dotyczy to szczegolnie elementéaszyn pra-
cujacych w warunkach pelzania — oddziatywania ghbenia i temperatury.

‘Wakans Pustka

Rys. 25. Schemat tworzenia pustek
w materiale podczas dyfuzji wzajem-
nej

Rys. 26. Mikrostruktura warstwy wytworzo-
nej w procesie dyfuzji mdzy -NiAl i Cu;

widoczne pustki — efekt Frenkla, temperatu-
raT = 1273 K, czad = 150 h, na podsta-
wie [12]
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Aby ustalt synerg¢ oddziatywania wyspujacych zjawisk w procesie dy-
fuzji dotychczas traktowanych oddzielnie w teomfuzji oraz w procesach ich
modelowania i symulacji, poglp préke uwzgkdnienia w tych rozwjzaniach
ztozonych zagadnie

* nierbwnowagowego strumienia wakansow,

* wewretrznych napgzen sprzystych,

* powstawania i rozrostu pustek (efekt Frenkla).

Przygta hipoteza badawcza (przedstawione czynniki otigziaa kinetyk
procesu dyfuzji) stanowi podstawdo opracowania zaten teoretycznych
umazliwiajacych prognozowanie i optymalizgogestasci niepazadanych defek-
téw powstagcych w materiatach podczas ich pracy, szczegélnwamnkach
podwyzszonej temperatury i dago obcizenia (m.in. powstawanie pustek
w pofaczeniach lutowanych w elektronicegs prowadz do ich awarii).

4.2. Opis matematyczny

Matematyczny opigjawiska dyfuzji wzajemnej stopdéw cechujeckgzy
stopier zlozonasci w poréwnaniu z modelem dyfuzji wlasnej, spowodow
réznicg dyfuzyjnasci ich skladnikow. Rénica wartdci dyfuzyjnasci sktadnikéw
powoduje wystpowanie kolejnych zjawisk w ich strukturze krystahej, m.in.
tworzenie wewstrznych napgzen sprzystych i nierbwnowagowego strumienia
wakansow, powstawanie i rozrost pustek [7, 68-73].

Przygto wigc uproszczenieze dyfuzja wzajemna w stopach zachodzi
w state] obgtosci molowej (statego catkowitegoggenia mieszaniny). Pomigy
cie odchylenia od prawa Vegarda, oznac¢eazal@ono stad dywergeng stru-

r
mienia masy:div(ZQi J jzo.
i=1

W rozwaaniach skoncentrowanogsha okréleniu efektow kinetycznych
wywotanych ré@nica wartasci dyfuzyjnasci poszczegolnych  skiadnikow
(B =D'/kT) w stopach wielosktadnikowych. Przyp wiec, ze czstkowe
wspotczynniki dyfuzji prowadzdo akumulaciji materii w ¢£ci pary dyfuzyjnej
skladnika cechygrego s¢ mniejsz wartdscig wspotczynnika dyfuzji — efekt
Kirkendalla-Frenkla (rys. 5., rozdz. 1.).

Zasada zachowania masy wymusza wpishie zjawiska wyréwnywania
materii po obu stronach pary dyfuzyjnej. Wimia st cztery zjawiska prowa-
dzace do réwnowagi termodynamicznej roztworu podczasesu dyfuzji wza-
jemnej:

« efekt Kirkendalla,

* powstawanie napgen wewrgtrz materiatu w wyniku dyfuzji wzajemnej,

* generowanie nierbwnowagowego strumienia wakansow,

» efekt Frenkla (powstawanie pustek).
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Uwzglednienie dodatkowego strumienia wakansow w procelitizji
wzajemnej powodujeze do potencjatu dyfuzyjnego nale wprowadzé po-
tencjat strumienia wakansowy,. Catkowity potencjat dyfuzji wynosi wc:
o=+ u™+ . W rezultacie, zgodnie z efektem Kirkendalla, w vgiga

zachowania masy wygliuja cztony zrédtowe opisujce tworzenie oraz zanik
defektow.

Model Darkena uzupetniono réwuii® funkcg opisupca gestasé wygene-
rowanych pustek oraz ich rozrost w g¢tbgci materiatu [74].

Strumienie dyfuzji i dryftu

Przykto, ze prdkos¢ vi oznacza catkowatpredkosé i-tego sktadnika, z jak
porusza s w stopie o ohjtosci |Q(t)]. W utamku molowyn\; takiego sktadni-
ka wystpuje nastpujaca zalenos¢:

=Y N =Y, 7 (125)

gdzie: ¢ — stzenia molowe skladnika
¢ — stzenie molowe stopu.

W modelu uwzgjdniono dodatkowy strumiedefektow, a take ich stze-
nie (cv). Catkowite sgzenie stopu jest dane zah®icia®:

Y.,G+g =c=const oraz ¢c=1/Q (126)
W termodynamicznym potencjale dyfuzij wyrdznia sk sktadowe poten-

cjatu: chemiczn ,uf“, mechanicza 4" oraz defektéwz,. Strumier dyfuzji
sktadnika j* =c,v* okresla wiec réwnanie [12]:

. 0, w m ou
Ji"=—0.3&(uh+u +A¢)=-¢B§ (127)

gdzie: y — potencjat dyfuzji-tego sktadnika,
B - ruchliwgs¢ i-tego sktadnika.

Potencjat chemiczny i potencjat defektow w dal$eyezwaaniach wyra-
zono za pomagaktywndaci sktadnikow:

4" =° +RTIn a (128)

W, =—1 —RTIn a, (129)

% Przygto, ze objtosé molowa ukiadu nie zmieniagsiQ = 1/ = const.
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gdzie 1’ i 19 — staty standardowy potencjat chemiczny odpowiedstego
sktadnika i defektow.

Potencjat mechaniczny wyr@ano za pomagcrownania:
:uim = _Qi p (130)

gdzie: Q; — castkowa ob¢tos¢ molowa,
p — cinienie wygenerowane procesem dyfuzji — gapnia wiasne.

Strumieh dyfuzji po podstawieniu rowma(128)-(130) do (127) jest okre-
slany zalenaoscia:

| I
jid = —DiI a_q—ci &Q@+ G D 6_9 (131)
ox RT ox ¢ 0dx

gdzie D! — czstkowy wspdtczynnik dyfuzji-tego sktadnika.

Znajoma¢ wartasci strumieni wszystkich sktadnikow stopu uihwia
wyznaczenie strumienia dyfuzji defektow. Jest przeie skierowany do wy-
padkowego strumienia dyfuzji wszystkich sktadnikdkveslonego zalenoscia:

v=-2if (132)

W réwnaniu (132) wyrénia st dwa cztony charakteryzage strumié dy-
fuzji i strumien dryftu:

J =3+ ¢V (133)
Predkosé¢ dryftu wyznaczono, przyjmeg zasad ciggtosci objetosci. Zato-

zono staté¢ wartasci wszystkich objtosci molowych w modelu®; =Q;, i # j.

Przyjeto rowniez, ze sktadowa mrdkosci dryftu w wyniku przemieszczaniagsi
defektow jest pomijalnie mata i nie wptywa na obéaia(c, = 0):

| |
v = oy (1% B o%, 60 96 (134)
' ox RT ox ¢ 0x
Zasada zachowania masy

Réwnanie bilansu masy ma charakter prawa fizyczri@ggohowania ma-
sy). Masam(t) zawarta w ohjtosci |Q,(t)| dla stopéw wielosktadnikowych

w czasiet jest dana z definicji zatacoscia:
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oc 0 wit
E+&(qvﬁ+q\}”’“)—0 (135)

Naprzenia (cknienie — podrozdz. 2.5) powstate w stopie podczasgsu
dyfuzji wzajemnej mena okréli¢ za pomog dywergencji pgdkosci dryftu,
opisupce] zmiar objetosci mieszaniny [75, 76]. Jednoémee dywergencja
predkasci dryftu definiuje gstas¢ wygenerowanych defektow w stopie. Zmjan
wartasci cisnienia w czasie przedstawia réwnafiie

Op _ Ny - NGY_ E oV

ot r,  301-) ox

(136)

gdzie: Ny — utamek molowy defektow w czagdie
Ng? — utamek molowy defektéw w réwnowadze termodynameg,

v — czas relaksacji defektéw,
E — modut Younga,
v - liczba Poissona.

Podstaw réwnania opisujcego zmian sttzenia wakansOw w czasie jest
prawo zachowania masy uwzdhiajgce zrodto wakansoéwsrednig drog: swo-

bodry przebys przez wakansdc, — c;%)/7, oraz wzrost pustek utworzonych
przez defekty struktury krystalicznej w cza@i@/"id/at:

Void

+d _ ~€Q
z—i’+z U - &G +6q, (137)

" ox Ty ot

Czas relaksacji defektow, mozna wyrazé za pomog $redniej drogi swo-
bodnej wakanséwy oraz ich wspétczynnikéw dyfuziy:

I, (138)

I
|5

Wspétczynnik dyfuzji defektéw w stopie wieloskiakiowym jest zwykle
wyrazany za pomog srednich wartéci czgstkowego wspétczynnika dyfuzji
poszczegdélnych jego skladnikow:

D'N
DY _ DN (139)
NG

10 Rownanie (136) zostato wyprowadzone w podrozdg. 2
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Podczas procesu dyfuzji wzajemnej z uwdgieniem strumienia defektow
generowane gsrowniez pustki — efekt Frenkla. Pustki te rozrastaje oraz
przemieszczaj w materiale. W réwnaniu opisigym rozrost pustek przto
model w postaci zakmosci:

a Void

j 4nR2 dr f(t, R XdR (140)

Kinetyka wzrostu pustki (jej promi¢ zalezy od gystasci defektéw. War-
tos¢ promienia pustkR mazna okréli¢ za pomog réwnania réniczkowego:

AR _ per e 1, 1
=06 - “)[R+ij (141)

Gestas¢  wygenerowanych pustek mwa wyznaczy takze z  funkcji
f(t,R, X):

df
i ﬁ( (t,R, X )_j+—(f(tR,>M) (142)

gdzieD® jest efektywnym wspétczynnikiem defektéw olmym zalenoscia:

r
ZDi Dj

ji=1
D, =——— (143)
N> D, N;
i,j=1
iZ]
Wspotczynnik dyfuzji defektéw w stopie dwusktadonkym (réwnanie
(143)) upraszczasido postaci:

Def - DADB

- (144)
NVq(DANB + DBNA)

Poréwnanie wartwi wspoétczynnika defektéw stopu dwusktadnikowego
(réwnanie (143)) i wspoétczynnika dyfuzji wakansomdvwnanie (139)) pozwala
stwierdzt, ze efektywny wspotczynnik defektow jest determinowamniejsz
wartdscig predkosci dyfuzji sktadnika biagcego udziat w procesie dyfuzji wza-
jemnej.
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4.3. Wpltyw defektow nier6wnowagowych
na proces dyfuzji

Prowadzono anakz procesu modelowania dyfuzji wzajemnej w stopie
dwusktadnikowym z uwzgbnieniem zjawiska generowania defektow — stru-
mienia wakansow i powstawania pustek. Uwdgiono réwnanie (135) i okre-
slono rozkiad wartéci skzenia jednego ze sktadnikow dlaznfch wartdci
czasu (rys. 27.). Stwierdzonze stzenie skladnika (zgodnie z prawem zacho-
wania masy) wraz z wydheniem czasugty do stalej warteci.

0,70 [~

0,65 —
0,60 —
0,55 —
0,50 —

0,45 -

Stezenie sktadnika A

0,40

035 F
L Rys. 27. Rozktad warfci stzenia

0.30 g s . sktadnikaA w stopie dwusktadni-
0,040 0,044 0,048 0,052 0,056 0,060 kowym A-B dla r(zﬁnych czasow
Odlegto$¢, pm symulacji

Okreslono take rozktad wartéci stzenia defektow w zat@mosci od czasu
symulacji (rys. 28.). Wykazanae zrodta defektéw znajduajsic w ptaszczynie
styku pary dyfuzyjnej, w miejscu pdenia ptaszczyzny Matano. Wydknie
czasu powodujeze defekty przemieszczajsic od ptaszczyzny do wtrza
stopu.

000023 Czas symulacji:
Is
—-=—= 50s
0,00022+ [y 500 s
—-=-- 1000 s
0,00021 | ——— 3000 s
0,00020

0,00019

Stezenie wakansow A

0,00018

Rys. 28. Rozkiad warfei stzenia

. ; . : wakansOw w stopie dwusktadni-

0,040 0,044 0,048 0,052 0,056 0,060 kowym A-B dla r&nych czasow
Odlegtos¢, pm symulacji

0,00017
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W procesie symulacji numerycznej ustalono rownignetyke rozrostu
powstatych pustek — efekt Frenkla podczas procgfizfl wzajemnej (rys. 29.).
Analiza wynikdw symulacji numerycznej wskazuje, pustki powstajtylko po
jednej stronie pary dyfuzyjnej, cechogj sk wieksz ruchliwoscia atomow.
Jednoczénie stwierdzonoze pustki rozrastajsic wraz z wydtdaniem czasu.

25x10% L Czas symulacji: e
’ ls e 1
= -——= 50s /5 s '
L 20x10%F 500's s o
e —-= 1000 7 ;oA
z S 3000 s / / i
2 1,5x10% F K 1
= e / i
2 4 / 4
=) 4 / 3
S 1,0x10%f P / \ 21
= 5 / N\ 1
il B /7 K
=] o d 4 § s\ 1
= 4 2 s / vy
2 50x107 P s / \ 1
R o RS B Pis v
- < 5 s \
. r - g /’/ %
Rys. 29. Promié pustek w sto- 0,0E r—— n = I
pie dwusktadnikowymA-B dla 0,040 0,042 0,044 0,046 0,048 0,050
réznych czas6w symulaciji Odlegtos¢, um

Podczas symulacji numerycznej uwaiiiono take powstawanie pustek
w zaleznosci od sredniej drogi swobodnej wakanséw dla czterech jajtaici:
L, =2,5107, 1107, 7,5[10°%i 5(10®° m. Stwierdzonoze dhesza droga swo-
bodna defektéw prowadzi do uzyskanigkgizego promienia powstatych pustek
podczas procesu dyfuzji wzajemnej (rys. 30.).

.| Srednia droga swobodna
3,0x104 )
wakansow:

g L=2510"7

3 2,5x10% T

= ———-L=10

Q

2 20510%F _.__

3 % p.< K R S

=

2 J

g 1,5x10*

2

o

‘2 1,0x10*

=l

a

2 s0x10*
Rys. 30. Promig pustek w sto- T ok
pie dwusktadnikowymA-B dla 0,0 b=— Tl = ; .
réznej sredniej drogi swobodnej 0,040 0,042 0,044 0,046 0,048 0,050

wakansow Odlegtos¢, um
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Podobi analiz procesu powstawania pustek prowadzono dla stopu dw
sktadnikowego uktadu réwnowagi fazowej FePd [12ynii symulacji nume-
rycznej procesu oraz mikrostruktury warstwy przadébno na rys. 31.

a)

400

Potozenie, pm

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Odlegtosé, pm

Rys. 31. Symulacja numeryczna procesu dyfuzji stdpwsktadnikowego FePd (a) oraz
mikrostruktura warstwy stopu FePd (b); pustki —jeta wzrostu wakanséw — efekt Frenkla,
na podstawie [12]

Analiza wynikbw symulacji numerycznej udlivvia réwniez ustalenie
obszaru, w ktérym dula generowane pustki w materiale. W tym celu opracowa
no wykres raniczki utamka molowego (strumig sktadnika stopu o wkszej
wartasci wspétczynnika dyfuzji w funkcji potenia. Obszary, w ktorychela
sig tworzy¢ pustki, okrélaja minima funkcji na wykresie (rys. 32.).

100 - 0,2
Obszar generowania
pustek 29
80 S onf
z o
= 1]
= 8 sl
= or i D ot
[ S
‘2 X osf
O 40+ - Q
IS . -2
[ L S -10F
b= Sug N .
e 20k Sy EZ azf Obszar generowania
pustek
S1L4t
0 lesae L . . . 16 . A L . . .
2100 -50 0 50 100 150 200 S150 100 =50 0 50 100 150 200
Odlegtos¢, pm Odlegtos¢, um

Rys. 32. Rozkiad stenia Fe i Pd w stopie dwusktadnikowym w funkcji egibici (a) oraz
rézniczka utamka molowego Fe — obszar generowaniapustekt Frenkla (b), na podsta-
wie [12]

Opracowana metoda umiivia prognozowanie i optymalizagjgestasci
niepazadanych defektéw powstajych w materiatach podczas ich pracy, szcze-
golnie w warunkach podwgzonej temperatury i dago obcizenia (m.in. po-
wstawanie pustek w pgizeniach lutowanych w elektronice prowadzste do
ich awarii).



5. WPLYW ZEWNETRZNYCH STRUMIENI MASY
NA PROCES DYFUZ]JI

5.1. Wprowadzenie

Zmiany wi&ciwosci w warstwie wierzchniej elementéw konstrukcyjnych
uzyskuje s} przez stosowanie obrébki cieplno-chemicznej. Payedna zmia-
ny w mikrostrukturze oraz wdaiwosciach mechanicznych izytkowych war-
stwy. W procesach obrobki cieplno-chemicznej ¢rage przekazywanie ciepta
i transport masy, co powoduje dyfuzyjne wprowadeeatomow pierwiastka do
warstwy wierzchniej obrabianych elementéw maszyowd$aje warstwa dyfu-
zyjna, w ktérej sizenie dyfunduicego pierwiastka jest najgkisze na po-
wierzchni i zmniejsza siw gfab materiatu podtza [77].

Dotychczasowe rozwania dotyczyly zagadnieprocesow dyfuzji, w kto-
rych brak bylo oddziatywania masy badanego uktadtozzeniem. Cechaljsie
one zerowym strumieniem dyfuzji na powierzchni mata. W przypadku gdy
strumien jest r@&ny od zera, masa uktadu ulega zmianie (rys. 33.).

Stal

Powierzchnia, na ktorej
_-zachodz reakcje

ON-
. J=-D¢ ON¢.
Ne Ox

Rys. 33. Schemat procesu dyfuzji
z uwzgkdnieniem zewetrznych
strumieni masy, na podstawie [78]

Przyktadem procesu dyfuzji, dla ktérego mgleuwzgkdni¢ niezerowe
strumienie na powierzchni, jest obrobka cieplnorsicgna nawglania i azoto-
wania. § to procesy zachodee wskutek dyfuzji wgla w stali. W obydwu tych
przypadkach dyfuzj atoméw wegla i azotu umgiwia mechanizm midzywe-
zlowy. Wartgci wspotczynnika dyfuzji zaréwno ¢gla, jak i azotu g o kilka
rzedow wielkdsci wigksze ni wartasci wspotczynnika dyfuzji atomow sktadni-



60

kow stopowych stali. Proces jestewikontrolowany dyfuzj miedzyweziows
(mozna pomin¢ dyfuzje atoméw sktadnikéw stali).

5.2. Model procesu dyfuzji z uwzglednieniem
zewnetrznych strumieni masy

Matematyczny opiszjawiska dyfuzji oraz oddzialywania zewtrznych
zrédet masy na uktad cechujeekszy stopié@ zlozongsci w poréwnaniu z mo-
delem dyfuzji wiasnej, spowodowany dodatkowym siemem dyfuzji na po-
wierzchni materiatu [79]. W opracowanym modelu [y, ze proces dyfuzji
jest kontrolowany dyfuzj jednego ze skladnikow fazy gazowejefiel, azot)
(rys. 33.).

Podstaw modelu jest okrdenie wartdci strumienia dyfunduacego sktad-
nika na granicy midzyfazowej — fazy statej (podte stali) i fazy gazowej (v
giel, azot) [80-83]. Prawo zachowania masy naf@igy opisuje rownanie:

1 N

B(NG* = N(1) == D¢ 3 (145)
X
gdzie: N - utamek molowy wgla w fazie gazowej w réwnowadze termo-
dynamicznej,
NS (t) — utamek molowy wgla w funkcji czasu na granicy guizyfa-

zowej,
D. - wspdiczynnik dyfuzji wgla,
N. — utamek molowy wgla w stopie,
B — wspolczynnik transportu masy.

Catkowity transport wgla z atmosfery nagglajagcej do podiga stali
w procesie nagglania jest wgc kontrolowany za pomac
» wspdilczynnika transportu magydefiniujgcego strumig atoméw wvegla
z atmosfery do powierzchni stali,

« wspoGtczynnika dyfuzji wgla D, w stali.

Zmiarg masy wewantrz obgtosci ciata stalego mana opisa za pomog
uogolnionej metody Darkena (rozdz. 2.). Zastosowanize mie roOwniez pra-
wo zachowania masy dane zalescia [84-86]:

oN (t, X)zi(Di'M—Ni (t, x)\Fryf‘J dlai=C,1...,r (146)
ot ox ox
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gdzie: N, — utamek molowy-tego sktadnika stopu,
D' —wspoiczynnik dyfuzji-tego sktadnika,

0" — predkosé dryftu.

Predkos¢ dryftu w stopach wielosktadnikowych jest sumszystkich stru-
mieni dyfuzji. W definicji pedkosci uwzgkdniono wic zasag zachowania
gestasci objetosci:

N,

= (147)

r
Vdryft — Z Dil
=

Glebokas¢ warstwy dyfuzyjnej w zalmosci od czasu dla danych warun-
kow brzegowych (przy ustalonych pozostatych waniech parametrow procesu
— temperatura, émnienie itd.) okréla rownanie [87-90]:

x = K /2Dt = K/ DLt (148)
gdzieK jest stad dla danego uktadu i temperatury.

Kinetyka procesu dyfuzji podczas ngylania zaleéy nie tylko od wartéci
temperatury, czasu i gradientgzgnia, lecz take od wartéci potencjatu w-
glowego oraz natenia przeptywu mieszaniny naglajacej. Od nich zalegy
wiec gibokas¢ i mikrostruktura warstwy nagglanej. Warté¢ wspotczynnika
dyfuzji réznych pierwiastkow zwiksza st wraz z podwyszeniem temperatury,
zgodnie z rownaniem Arrheniusa [77, 91, 92]:

E
D. =D, exp —— 149
=0y £ as9

gdzie: D. — wspdiczynnik dyfuzji zaley od temperatury, stenia wegla oraz

sktadu chemicznego stali,

Do — czynnik przedeksponencjalny, zalg od odlegtéci przeskokdw
atomow dyfundujcego pierwiastka, estcsci drgar atomoéw
w sieci oraz entropii aktywaciji dyfuzji,

E - energia aktywacji dyfuzji,

T - temperatura,

R — uniwersalna stata gazowa.

5.3. Symulacja numeryczna procesu naweglania

Prowadzona analiza procesu ggl@nia stali umgliwia okreslenie roz-
ktadu wartdci sktzenia wegla zaréwno dla procesu cyklicznego, jak §gtego
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(rys. 34.). Nawglanie cykliczne jest procesem okresowym — po cylduggla-
nia nasgpuje cykl wygrzewania stali (w atmosferze aftog]). Proces naygla-
nia cyklicznego jest prowadzony w celu ograniczewazielania si weglikbw
na granicy ziaren ferrytu.

17F
}2 :\\ ———— Naweglanie cykliczne
" 14l \ Naweglanie ciaggte
S 13F
E 1,2
S 11F
< L0f
o 09 f
= 08F
e 07}
5o
2 oal Rys. 34. Rozklad stenia wegla
03} w warstwiewierzchniejstaliw funk-
gf: cji odlegtdici od powierzchni;tem-
0.0 . . L peratura procesli = 1198 K, czas
0,00 0,05 0,10 0,15 020 cykli naweglajacych t1 = 3600 s,
Odlegto$¢, cm catkowity czas procesd = 7200 s
6,5x107
(\‘IE 60107 e Naweglanie cykliczne
2 5,5x107}F Naweglanie ciggle
< 5,0x107}
& 4,5x107
|
:i 4,0x107 !
2 35x107 ] |
& 30x107} i ' | y
B 25x107F \ i : n E'\ Il Ny ,
g8 Lox0f | (N \ :\\ :\\ Rys._ 35. St_rumm_e dyfuzji w?gla na
s Lsxorf 1 ~ BN N powierzchni stali w funkcji czasu;
X R 1 1 1
’ oo T P temperatura procesd = 1198 K,
I’OXIOJ | I [ 1 [ ) [

0 900 1800 2700 3600 4500 5400 6300 7200  czas cykli nawglajacychti = 3600 s,
Czas, s catkowity czas procesta = 7200 s

Proces symulacji numerycznej pozwalaztaka okrélenie rozkladu warto-
sci strumienia dyfuzji wgla (rys. 35.). Opracowana metoda symulacji nume-
rycznej umaliwia prognozowanie warunkOw procesu rglania w zalenosci
od gatunku stali. Jest v operacy procesu technologicznego wielu elemen-
tébw konstrukcji maszyn, m.in. kétekatych w przektadniach neghdow lotni-
czych. Doktadne przewidywanie zawadowegla w warstwie wierzchniej po
procesie nagglania jest wgiz istotnym zagadnieniem badawczym i technolo-
gicznym. Niezbdnym elementem nowoczesnych piecéwzpidwych do na-
weglania z fazy gazowej jest bowiem oprogramowangeugice procesem na-
weglania.



6. MODELOWANIE SEKWENCJI POWSTAWANIA
KRYSZTALOW FAZ POSREDNICH W STOPACH
DWUSKtADNIKOWYCH

6.1. Wprowadzenie

Przedmiotem dotychczasowych analiz byt proces ajyfw roztworach
statych. W technice e¢sto wystpuje zjawisko dyfuzji reakcyjnej. Dyfuzja ta
cechuje s brakiem wzajemnej rozpuszczasob skladnikow ldz jest ograni-
czona przy jednoczesnym tworzenig fzy pcredniej. Dyfuzja w takich sto-
pach prowadzi do utworzenia krysztatow — ziaren ejdazy pdredniej na gra-
nicy miedzyfazowej i rénigcej sk struktug krystaliczry od sktadnikéw stopu
(rys. 36.) [93, 94].

Sktadnik A Faza a Faza 3 Skfadnik B

_________

Stezenie sktadnika B

Odlegtos¢

Rys. 36. Schemat procesu dyfuzji reakcyjnej goizy sktadnikamiA
i B — tworzenie krysztatéw dwoch faz ggednicha i 8

6.2. Modelowanie procesu wzrostu krysztatow
jednej fazy posredniej
W technice cgsto wysépuje konieczn&t rozwigzywania problemu dyfuzji

reakcyjnej pomidzy dwoma sktadnikami stopu, prowadej do tworzenia gi
krysztatéw tylko jednej fazy poedniej. Wzrost krysztatow fazy pedniej jest
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powodowany réna wartccia strumieni dyfuzji atomow skiadnika stopu prze-
mieszczajcych s¢ przez grani¢ migdzyfazowa, takze przez reakcje zachaopte
na granicy. W charakterystyce takiego wzrostu ketézv uwzgekdniono dyfu-
Zje atoméw pomjdzy czystymi sktadnikarkt A i B. Przygto, ze sib nagdzap-
ca dyfuzje s3 odchylenia wartéci stzenia sktadnikéw stopu od ich waftd
réwnowagowych. Przemieszczanig gjranicy medzyfazowej dx%dt mazna

wiec opis& rownaniem [95]:
eq dx® .
(€8P -6aD] =3P J() dla i= AE (150)

gdzie: ¢’J(P) — stzeniei-tego sktadnika po prawej stronie fazy 0 w réwnowa-
dze termodynamicznej,
G ,(L) — stzeniei-tego sktadnika po lewej stronie fazy 1.,
Jio(P) 1 j1(L) — strumienig-tego sktadnika odpowiednio w fazie O i 1.

Po podstawieniu w réwnaniu (150) zaieici wyprowadzonych przez Dar-
kena za czlony opisae strumienie dyfuzji sktadniké¥ i B otrzymuje sj:

dXO = aco = aql .
AP -¢,(Y |—=|-D)—=|-| -D—= da i=AB (151
ErlGRLF OIS ( OGXJ ( i~ (151)
Poniewa przyjeto stah wartcs¢ stzenia w fazie 0, réwnanie (151) tra

przedstawd w postaci rownowanej:

dX0 = aCj 1

(3P -euD]_-=B—* da i=AB (152)

gdzie D, jest wspoiczynnikiem dyfuzji wzajemnéjD, = N,,Dj ;+ Ng D, )
w fazie 1.

W fazie 1. mana zatay¢ liniowa zmiare wartgici stzenia sktadnikows,
wowczas rownanie (152) przyjmuje ngsijaca postad rownowana:

0 » P)- ¢
[c%3(P) = 6. L)]%= Dl% da i=AB (153)

gdziex! —x° okresla obgtos¢ fazy 1.

11 A'i B mog by¢ roztworami statymi.

12 W niektérych przypadkach w krysztatach tych famgmréwniez wyskpowa gradienty sgzenia
sktadnikow, np. w fazig-NiAl.
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Analogiczry post& ma rownanie opisafe przemieszczenie ¢sigranicy
miedzyfazowejdx'/dt:

dx' _ = Ga(P)—G.(D .
[6.4(P) - X L)]E: Dl% dla i= AB (154)

Objetos¢ warstwy utworzonych krysztaldw nowej fazy ma wyznaczy
z rébwna (153) i (154). Uzyskuje siwowczas zabknosé:

X e Q,l(P) - 9,1( L) R e Q,l( F) - P,1( |-)
dxt  dX° _ DG ’g(P)4X1 — X, DG X L)—Xl_ X,
dat (€1(P) = ¢S(DNE(P— e D)
dla i=A B (155)

6.3. Modelowanie procesu wzrostu krysztatow
wielu rodzajow faz posrednich

Przedstawiono model wzrostu krysztatow jednej fa@dredniej pomgdzy
czystymi krysztatami sktadnik& i B. Model ten stwarza podstawy do opisu
dyfuzji reakcyjnej pomidzy dwoma skiadnikami z mibiwoscia tworzenia
krysztatéw wielu faz p&rednich. Wzrost krysztatléw tych faz uptisvia analiz
sekwencji ich powstawania.

Podstaw przyjetego modelu jest metoda dwoclegkosci. Uwzgkdnia ona
generowanie gdkosci dryftu zarbwno na granicach ¢dzyfazowych w wyniku
reakcji chemicznych, jak i w oftjpsci strefy dyfuzyjnej. Reakcjegsuwzgkd-
nione tylko na granicach gdzyfazowych. ROwnanie zachowania masy we-
wnatrz krysztatow kadej z faz pérednich przyjmuje wic klasyczi posta:

ac .
%miv(cj,j\(",j)+div(¢j y" =0 da i=AB ij= 01.n (156)

gdzie: ¢ ; — stzeniei-tego sktadnika \y-tej fazie,
v, — predkosé dyfuzj,
v — predkos¢ dryftu.

Aby wyznaczy predkos¢ dryftu wewngtrz krysztatow fazy, przyto réw-
nanie zachowaniaegtasci objetosci [96], ktore dlg-tej fazy przyjmuje posta

$M=-F 6 da s 0L as?
i=A,B

gdzieQ;; jest castkowg objetoscia molowg i-tego sktadnika vy-tej fazie.
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Przygto dodatkowe zat@nia dla analizowanego modelu:
 strumienie dyfuzji atomow sktadnikow w krysztataktdej fazy oraz
na granicy mgdzyfazowe] § wyrazone przez strumienie molowe

(Jii=6G;Y;)

» predkos¢ przemieszczania siatomow sktadnikow jest sumpredkosci
dyfuzji i predkosci dryftu generowanego na granicach (reakcje chemic
ne) i w obgtosci krysztatow wszystkich faz

VTV (158)

» rownanie pedkosci dyfuzji w obgtosci krysztatéw kadej z faz jest wy-
razone za pomagwartcsci stezenia? sktadnikéw

d _
v!, =-D, gradg, (159)

Przedstawiony model prayy do wyznaczenia rozkltadu waéth stzenia
sktadnikow nalgy uzupeiné o warunki brzegowe wygbujace pomgdzy kazda
z tych faz pérednich. Przyto, ze proces dyfuzji zachodzi w wyniku odchylenia
wartasci stzenia od ich stanu rownowagi (rys. 37.).

Sktadnik A Sktadnik B

Stezenie sktadnika B

Odlegtos¢

Rys. 37. Schemat modelu wzrostu krysztatéw dwdéch dasrednich
pomiedzy czystymi sktadnikamh i B

Warunki brzegowe pomiilzy kazda z tych faz ustalono z reguty Leibnitza:

b(t) b(t)
Ej f(x t)dx = ji t(x dxe 2O 11 - RO ¢4 o (160)
dt i, 1t ot d

13 Predkos¢ dyfuzji mazna okréli¢ za pomog potencjatéw chemicznych oraz waitoich odchylenia
od stanu réwnowagi — zaiznik A.
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Rownanie bilansu masy dla etwsci krysztatow fazy o przemieszcazeaych
si¢ granicach mydzyfazowych wynika z réwnania (160) po podstawieniu

ft,x)=q;:

dx’ . .
[GaD=6, (A== 3, J;(A da i=12 j= 0.5 (161)
gdziecij(P) i Jij(P) oznaczaj odpowiednio stzenie i catkowity strumi@ dyfuzji
I-tego sktadnika po prawej stronjigej fazy.

Rownanie (161) po zediczkowaniu pozwala na wyznaczeniexghosci
wzrostu krysztatéw faz poednich w czasie:

i j+1 j
ol KT e j= 0,.n- (162)
dt ot d

Rownanie (162) po uwzglnieniu upraszczagych zatlagen mozna rozwi-
za analitycznie (rys. 37.). Pratp nastpujace zataenia:
 krysztaty faz pérednich tworz sic pomigdzy czystymi sktadnikami,
» wartas¢ stzenia sktadnikdw w krysztatach faz gednich zmienia i
w sposob liniowy,
* wystepuja mate odsgpstwa s¢zenia od ich warteci rbwnowagowej
dx

Ca, =Ja1

bt

d
(Caz— CA,Dd_),El =Jp2= Jdas (163)
dx,

—Cap2 a —Ja2

Ukfad rowna (163) umaliwia wyznaczenie olgfosci wzrostu krysztatéw
faz parednich:

dAXl _ Xm _ dXO _ 1 _ CA,Z
T JA,Z JA,l

Al

(164)

dAx, _dx, dx _ 1 Ca1
— - ———|Ja1m— a2

'A,2

Prowadzone rozwania stanow podstaw modelowania proceséw dyfuzji
reakcyjnej wyspujacej w technice, m.in. w procesie aluminiowania etatow
maszyn wykonanych z niklu lub nadstopow niklu.
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6.4. Symulacja numeryczna dyfuzji reakcyjnej
w stopach dwusktadnikowych

Dyfuzja reakcyjna w stopach ukladu rownowagi fazowej Cu-Sn

Do symulacji procesu tworzeniagsivarstw ziaonych z krysztatldbw faz
migdzymetalicznych uktadu réwnowagi Cu-Sn prtgjmodel opisujcy wzrost
krysztatow wielu faz (podrozdz. 6.2). Podczas psacdyfuzji pom¢dzy czy-
stymi sktadnikami Cu i Sn twogzsie krysztaty fazy CeSns i CusSn (rys. 38.).

. Rys. 38. Mikrostruktura petzenia dyfu-
Cu zyjnego Cu-Sn — proces dyfuzji reakcyjnej
pomiegdzy Cu i Sn; temperatura procesu
T = 200°C, czag = 336 h, na podstawie
[18]

10 um
”

AccV  Sp
200kv 3.0

Prowadzono badania kinetyki procesu wydzielangaksysztatow faz po-
srednich pomgdzy czystymi skfadnikami Cu i Sn (rys. 39.). Stwi=wno, ze
kinetyka procesu dyfuzji okéeona numerycznie dla prajego modelu jest zbli-
zona do wyznaczonej eksperymentalnie. Btkeavy gwaltowny przyrost obj
tosci warstwy krysztatow Gisn i CuSns byt spowodowany metodykprzygo-
towania probek — stosowagdoiskanie izostatyczne HIP.

12 b) 12

a 200°C 200°C

=

Szerokos$¢ warstwy Cu;Sn, pm
(o)}
Szerokos¢ warstwy Cu;Sn, pm

. . \ . . . . .
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Czas, h Czas, h

Rys. 39. Zalenos¢ szerokéci warstwy dyfuzyjnej krysztatow fazy GBn (a) i fazy
CusSrs (b) od czasu; temperatura proc&sa 200°C, na podstawie [18]



Rys. 40. Rozktad stenia Ni i Al
w  krysztatach fazy g-NiAl i
NisAl  po aluminiowaniu dla
réznych czaséw procesu CVD;
temperatura:T = 1273 K, czas
procesu 1 h (a), 2,5 h (b), 5 h (c)

Stezenie, % at.

b)

Stezenie, % at.
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Dyfuzja reakcyjna w stopie Ni-Al

Do symulacji procesu tworzenia warstw zdoych z krysztalow faz rei
dzymetalicznych uktadu réwnowagi fazowej Ni-Al pyay réwniez model opi-
sujacy wzrost krysztatow wielu faz (podrozdz. 6.2). ®tizono maliwosé
stosowania tego modelu takdo symulacji numerycznej procesu aluminiowania
metod; chemicznego osadzania z fazy gazowej (CVD) padézystego niklu.

Aluminium dostarczone podczas eksperymentu do @meihni podiaa
w postaci gazowej w procesie CVD prowadzonego wpegaturze 1000°C rea-
guje z niklem i powoduje wydzielanie¢skrysztatow fazy pgredniej S-NiAl
i v-NisAl o réznych rozmiarach. Krysztaly fazs+NiAl majg wieksze rozmiary
w poréwnaniu z krysztatami fazyNisAl. Istotne jest zatem opracowanie mode-
li umozliwiajagcych w procesie symulacji numerycznej ckeaie warunkow
procesu i prognozowanie rozmiaréw krysztatébw posgéinych tych faz oraz
ustalenie sekwencji ich powstawania (rys. 40.).

—

; .
5 — i

g 30 —-—-- 17 -AINis
g r N e
& 25
&0
2 20
=
O st
0E 7 : :
Y Rys. 41. Kinetyka przemiany fazo-
Sh wej krysztatdw fazys-NiAl i Ni zAl
of . 1 % s o Lo ere poeges w procesie aluminiowania metgpd
0 50 100 150 200 250 300 350 400 CVD: temperatura procesd =
Czas, h =1273 K, cza$=5h

Prowadzono anakzkinetyki procesu wydzielania ¢sikrysztatow faz po-
srednich-NiAl i y'-NisAl podczas aluminiowania podta niklu. Czas procesu
aluminiowania wynosit kolejno 1; 2,5 oraz 5 h. Stwizono,ze cigglty doptyw
aluminium w fazie gazowej do powierzchni zapewnizrast krysztatow fazy
S-NiAl.  Zakonczenie procesu aluminiowania jest jedndore pocatkiem
przemiany fazowe-NiAl -> y'-NizAl, trwajacej do uzyskania stabildci ter-
modynamicznej (rys. 41.).



7. DYFUZJA WZAJEMNA W TROJSKEADNIKOWYCH
UKLADACH WIELOFAZOWYCH

7.1. Wprowadzenie

Zagadnienia dotygze zakresu dyfuzji reakcyjnej rozaano, przyjmujc
sekwencyjny wzrost krysztatdbw faz gednich. Proces dyfuzji reakcyjnej
w uktadach wielosktadnikowych (tréj- i wdejsktadnikowych) s jednak bar-
dziej ztone [96-102]. W procesie transportu masgstz tworz si¢ obszary
wspotistnienia kilku faz. Wane jest weéc opracowanie algorytmu modelowania
procesow dyfuzji w wielosktadnikowych uktadach rawagi fazowej. W mo-
delu dyfuzji wzajemnej w tréjsktadnikowych ukladacbwnowagi fazowej
uwzgkdniono maliwos¢ modelowania iléciowego transportu masy w prze-
strzeniach wspdlistnienia twa@ych seé krysztatdw poszczegolnych faz. Do
schematu ewolucji dyfuzji wprowadzono odlemie sciezki dyfuzji [65, 103] —
krzywa na izotermicznym przekroju stopu trojsktdamvego uktadu rownowagi
fazowej wskazuje jegéredni sktad chemiczny, w ktérym zachodzi procesudyf
Zji (rys. 42.).

Przebiegsciezki dyfuzji na wykresie ukladu rownowagi fazowej &gl od
warunkéw pocatkowych procesu dyfuzji, przede wszystkim od skiathe-
micznego pary dyfuzyjnej, wadao wspotczynnika dyfuzji pierwiastkédw oraz
wartasci potencjatu dyfuzji.
dyfuzji wzgledem konod (linii splotu), poniewataczy sktad chemiczny po-
szczegoblnych fazduacych w réwnowadze. Zeli sciezka dyfuzji przecina ko-
nody, tworzy s strefa dwufazowa (rys. 42.) — sciezka dyfuzji w obszarze
dwufazowym przecina konody). zi4i jednak $ciezka dyfuzji pokrywa s
Zz konod,, obszar dwufazowy nie powstanie (rys. 42M — s$ciezka dyfuzji
w obszarze dwufazowym przebiega wzdkanody).

Sciezka dyfuzji przecina na wykresie réwnowagi fazowegrdgce obszaru
wystepowania faz ¢|la+p i a+p|f) w punktach poteonych na tej samej kono-
dzie, odpowiadagcych sktadowi chemicznemu faz w réwnowadze [104tyP
ktadowo, przebiegciezki dyfuzji FE zaczyna s w punkcieF i przechodzi
przez obszar jednofazowyf (obszara). Nastpnie przecina obszar wygbo-
wania dwéch faz + . Sciezka w obszarzde, przechodzi wzdk konody,
nie wytworzy s¢ zatem obszar wspétistnienia dwéch faz (model ntogio

.....
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Rys. 42. Przekroj izotermiczny tréjsktadnikowegdaaki réwnowagi fazowej, gdzie kolor
szary — obszar dwufazowy, kolor biaty — obszar ggdrowy, PQ, RS— granice faz:|o +

+ B, a + BB, linie przerywane — konody (a), modele morfolagiefy dyfuzyjnej dla dyfu-
zji wzdtuz sciezek dyfuzjiLM, I3 i EF (b), na podstawie [67]

rys. 42b). Pomidzy obszarene;e; sciezka dyfuzji znajduje siw obszarze jed-
nofazowymg. Punkte, jest miejscem, gdziéciezka dyfuzji z powrotem wkra-
cza w obszar wygpowania dwoch faz + f. Ostateczniéciezka w punkciees
wraca do obszaru jednofazowe@a taczy st z punktem kacowym E. Model
morfologii dla catejsciezki dyfuzji okreslaja jej przecécia z konodami na dia-
gramie rownowagi fazowej. Morfologdla catejsciezki FE prezentuje rys. 42b.

7.2. Modelowanie reakcyjnej dyfuzji wzajemnej

Matematyczny opis przestrzeni wspotistnienia fagrgdnich podczas pro-
cesu dyfuzji w stopach trojsktadnikowych jest zadantrudniejszym i opis
dyfuzji w stopach dwusktadnikowych, w ktérych nieorza sie przestrzenie
miedzyfazowe. Rozweano wec transport masy dla ukfadu tréjsktadnikowego
A-B-C. Przygto, ze pae dyfuzyjm tworza fazy a i , w szczegoélnéci mog to
by¢ pary typua|f i a + Slo + B (réznigce sé wartagsciami stzenia skladnikow
i objetoscia wzgledmg krysztatow fazy i f) alboala + B lub fla + S (rys. 43.).

W ilosciowym opisie morfologii strefy dyfuzyjnej w tréjdnikowych
ukltadach réwnowagi fazowej przyjmujec gbojecie przestrzeni wspdtistnienia
faz. Przestrae t¢ charakteryzuje si za pomog parametru uposzikowania
0<f<1 [105, 106]. Parametr upadkowaniaf w obszarze wspotistnienia faz
stanowi objtos¢ wzgledng krysztatow jednej z faz:

fo+fy=1 (165)

a
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W obszarach jednofazowych dla odpowiediis 1 ifs= 0 w faziex orazf, = 0
i fz=1 w faziep.

Srednie sgzenie sktadnika w obszarze, w ktorym dwie fazy wisdiej
w rownowadze, jest okékne zgodnie z reggidzwigni:

c=fg,+@-f)¢,, i=ABC (166)

gdzieci i Cig — stzenia sktadnika w fazacha i .

0,00, 1 69 Granice obszaru
dwufazowego
2,(N;, Ny
0,25 075 — g(;(N,, Ny)

---- konoda
&
” / i j 7
% 0,50 4 &
. £ 0,50

Va4
Rys. 43. Przekroj izotermiczny f’/ B
tréjsktadnikowego uktadu réw- 435 {
nowagi fazowej, obszary jedno- o atp 0,25
fazowea i B oraz obszar wspot-
istnienia dwoéch faz of + f); /W\
konody hczg wartdici skzenia 1,00 0,00
sktadnikéw w réwnowadze ter- 000 025 0,50 0,75 1,00

modynamicznej w fazachi N,

W obszarach jednofazowych#£ 1 lubf=0) ¢ =G, lub G =g 4.
Srednie stzenie sktadnikow stoput =G(t, X) oraz srednie ich utamki
molowe N; = N(t,X) s3 dane zalenosciami:

3
~=373 (167)

Q||
i

NT=G, i=12: (168)

Rownanie narednp wartas¢ stzeniai-tego sktadnikaC =G (x t) otrzy-
muje sk z zasady zachowania masy:

&__9)

il 169
ot 0X (169)
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Srednia warté¢ strumienia catkowitegal; zgodnie z metagddwéch ped-

kosci [7] jest sum wartdsci strumienia dyfuzjiJ; Je = =-D ? I strumienia dryftu
X

dryft - ——dryft

=QVv

a_ﬁza( % qurvftj, i=AB,C (170)
ot ox

Przyjmuje s, ze wartéé wspotczynnika dyfuzjiD; i-tego sktadnika zaksy
od sktadu fazowego stopu zgodnie z rownaniem:

_ Jc 0
B, =D, e +p , S0t (171)
TG " 0g
Predkos¢ dryftu w réwnaniu (170) jest dana zatescia:
vet=-3 oy (172)

gdzie: ¢ = -5 ING _ pedkosé dyfuzii,

Q, — obgtos¢ molowai-tego sktadnika.

Zagadnienie kinetyki dyfuzji w wielofazowych tr&fadnikowych uktadach
rownowagi fazowej wymagajjednak dalszegosaislenia. Jak daid nie okre-
slono m.in. kryteriow pozwalagych na ustalenie kinetyki wzrostu krysztatow
wszystkich faz i przestrzeni gdzyfazowych (np. powstgych w procesie
CVD). Aby dokon& petniejszej charakterystyki takiego procesu, pitoyjdo-
datkowe kryterium — lokalp produkcg entropii, wyprowadzon w metodzie
dwupredkosci | darg zaleznoscia:

———Z,olvl grady”" —Z(,QQ, ”h) grag +
q
?épi"idﬂm‘ﬁénvdu —;J grad (173)

Wprowadzenie Iokalnej produkcji entropii unhigvia Wyznaczenie punktu prze-
Przedstawiony model pozwala rowhiea wyznaczeniéciezki dyfuzu (po
obliczeniu wartéci stzenia wszystkich sktadnikéw stopupciezka dyfuzji
w obszarze dwufazowym przebiega wzdfednej z konod lub je przecina.
W pierwszym przypadku obszar dwufazowy nie powstajelrugim za — two-
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rzy sk obszar, w ktérym dwie fazy wspotistniejv rownowadze. Okjos¢
wzgledna krysztatéw tych faz w stopie obliczacs reguty dwigni (warunek —
sa znane roéwnania konod przecinanych priagezke dyfuzji). Sktad chemiczny
krysztatdbw faz w rownowadze jest okieny w punktach przeetia konod
z granicami fazowymi.

7.3. Symulacja numeryczna dyfuzji reakcyjnej
w nadstopie niklu MAR-247

Do symulacji proceséw dyfuzji reakcyjnej w nadséomiklu MAR-247
[19] przyjeto model opisujcy proces dyfuzji wzajemnej w trojsktadnikowych
uktadach réwnowagi fazowej (podrozdz. 7.2). Skiduergiczny nadstopu
MAR-247 zredukowano do gtenia trzech podstawowych sktadnikow Ni, Al
i Cr. Okre&lono zmiar stezenia tych sktadnikow w stopie oraz sklad chemiczny
krysztatéw fazy péredniejf-NiAl powstatej podczas aluminiowania (rys. 44.).

90

80

70

60

50 v -Nis AL+ MAR-247

404

Stezenie, % at.

30+
Rys. 44. Rozktad stenia Ni, Al
i Cr w wytworzonej warstwie
wierzchniej na podiu stopu 10
MAR-247 w funkcji odlegtéci od 0 M ;
powierzchni; temperatura procesu 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
T=1273K,czas=4h Odlegtgié, um

100

MAR-247 T=1273 K
t=4h

Stezenie Ni, % at.

Rys. 45.Sciezka dyfuzji w procesie
dyfuzji reakcyjnej tréjsktadnikowe-
go stopu uktadu réwnowagi fazo-
wej Ni-Al-Cr; temperatura procesu
T=1273K, czast=4h Stezenie Cr, % at.




76

Jednoczéie ustalondciezke dyfuzji powstad podczas procesu aluminio-
wania nadstopu MAR-247 (rys. 45.). Stwierdzomsciezka dyfuzji rozpoczy-
na s¢ na powierzchni nadstopu MAR-247, natomiastiday st w strefie wy-
tworzonej warstwy ztoonej z krysztatow fazy-NiAl. Sciezka dyfuzji przecho-
dzi przez obszar fazy oraz dwa obszary dwufazowe- y' i y' + S-NiAl.

7.4. Symulacja numeryczna dyfuzji reakcyjnej
w nadstopie niklu Rene-80

Do symulacji procesu dyfuzji reakcyjnej w nadseoRiene-80 [20] przgio
réwniez model opisujcy proces dyfuzji wzajemnej w trojsktadnikowych arkt
dach réwnowagi fazowej (podrozdz. 7.2). Skiad cleemy nadstopu Rene-80
ograniczono do trzech gtownych sktadnikow Ni, ACi, nas¢pnie okrélono
rozktad ich sfzenia (rys. 46.).
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or Rys. 46. Rozkiad stenia Ni, Al
20 i Crw warstwiedyfuzyjnejnapod-
10 &m tozu nadstopu Rene-80 w funkgji
N A OO odlegtaici od powierzchni; tempe-
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Sciezke dyfuzji ustalono réwnie dla procesu aluminiowania nadstopu
Rene-80 (rys. 47.)Sciezka dyfuzji przechodzi od powierzchni pogo stopu
Rene-80 do strefy warstwy zonej z krysztaldw fazys-NiAl przez obszar
fazyy' oraz dwa obszary dwufazowe- y' i y' + S-NiAl.

100

r Sciezka dyfuzji
90 .
. y(Ni)
E L
p3
o 80T
Z
2
.E 70
oy
wn
L i . . 60
Rys. 47.S$ciezka dyfuzji procesu ’
dyfuzji reakcyjnej w warstwie (Cr)+B-NiAl+y
dyfuzyjnej na podtau nadstopu 50 s : L .
. _ 0 10 20 30 40 50
Rene-80; temperatura proce$u=
1273 K Stezenie Cr, % at.
a) b)
1.4 —— 0,35 e
_ 13fRene 807" ) (N Y NizAHB-NiAl
‘M 1,2} 0,30
g 7 L
' 1.OF -Ni s 025F _Ni
E i B-NiAl @ I B - NiAl
T 0.8F A~ 0.20F
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o 06f 0,151
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m 04r = 0,10f
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Rys. 48. Zalenos¢ entropii w wytworzonej warstwie aluminiowej na pagl nadstopu
Rene-80 w funkcji odlegkei od powierzchni; temperatura proceby 1273 K, czas 2 h (a),
5 h (b)

Opracowany model unabwia takze obliczenie produkcji entropii w proce-
sie aluminiowania nadstopu Rene-80 (rys. 48.). \istmdiono dwa maksima
funkcji entropii odwzorowujce granice midzy poszczegélinymi fazami. Otrzy-
mane zalenosci wartasci entropii w funkcji odlegtéci od powierzchni podia
pozwalaj takze na ustalenie rodzaju faz gednich tworzcych sé podczas
dyfuzji reakcyjnej. Ponadto umliwiaj g okreslenie obgtosci wzglednej wydzie-
lanych krysztatow fazy poedniej.



8. WYBRANE NIEROZWIAZANE PROBLEMY
TRANSPORTU MASY

8.1. Wprowadzenie

Teoria dyfuzji jest przedmiotem zainteresowaniacgglistow i grodkow
naukowych od okoto 150 lat. Wi jednak jest wiele niepoznanych glbtzja-
wisk wysepujacych podczas procesu transportu masy, do ktoryldigianeto-
da jednoznacznego szacowania wanitavspotczynnika dyfuzji, dyfuzja w prze-
strzeniach dwu- i trojwymiarowych, dyfuzja w uktathacztero- i w¢cejsktadni-
kowych, sposéb wyznaczania jednoznaczoigizki dyfuzji.

8.2. Metoda Boltzmanna—Matano wyznaczania
wspotczynnikow dyfuzji dla wielosktadnikowych
ukladéw réwnowagi fazowej

Podstaw do okrdlenia wartéci czstkowych wspétczynnikéw dyfuzji
w wielosktadnikowych uktadach réwnowagi fazowejtjesana metoda oblicza-
nia wspotczynnika dyfuzji wzajemnej w dwusktadnikal uktadach réwnowa-
gi fazowej — metoda Boltzmanna—Matano oraz jej rfigdgje. Pozwala na
wyznaczenie wart@i wspoétczynnika dyfuzji wzajemnej na podstawie pky-
mentalnego rozktadu wakad stzenia sktadnikdéw stopu.

Przygto mazliwo$é¢ rozwazenia pary dyfuzyjnej zimnej z dwoch sktadni-
kéw A i B, ktorych pocztkowe utamki molowe wynogzodpowiednio Ng

i N5. Utamek molowy sktadniké& wyznaczono z zaimosci Na + Ng = 1.

Przygotowan par dyfuzyjrg wygrzewano w czasige przy zalaeniu, ze
gradient wartéci stzenia sktadnika na kraszi jest staly. Przygfo wi¢c nasg-
pujace warunki brzegowe:

Ng=Ng dla x<0 i t=0
(274)
Ng=N; dla x>0 i t=0

gdzie ,—"oraz ,+" oznaczajkonce pary dyfuzyjne;j.
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W metodzie zastosowano wyemie Boltzmanna [107]:
A= A(Ng) = X/t (175)
Po podstawieniu réwnania (175) damizki ONg/0t oraz ONg/0x otrzy-
muje sé:

ONg _ONg 04 _ 1 x 0N,
ot A ot 2@ 9A
ONg _ONg 94 _ 1 ONg
ox  0d at +ft ok

(176)

Uwzglednienie uktadu rowna(176) w zalenosci Darkena prowadzi do uzyska-
nia wyrazenia w postaci:

1 x ONg _ 0 (s 10Ng)_10 (0N
- 2 7B | DB || D2 177
2./ 04 ax( Jt 6/1] ta/l( a/lj G

Dodatkowo, korzystag z réwnania (175), otrzymujeesrownanie (177)
okreslone transformagjBoltzmanna:

A N, =i(DaNBj (178)
2 04 0AL a4

Matano [108] wprowadzit transformgdBoltzmanna (178), aby wyznagzy
wartasci wspotczynnika dyfuzji. Catkowanie rownania (1#8jedzy utamkiem
molowym skitadnikeB na kravedzi i ulamkiem molowym sktadnika stopu celem
ustalenia wartéci wspétczynnika dyfuzjiN; (N5 < Ng < Nj) prowadzi do
uzyskania réwnania:

Na

2% g, = p e
2Mn; o

(179)
Ng

Przyjmupc, ze obliczenia $ wykonywane dla danej chwili czaguoraz
uwzgkdniajgc rownanie (175), otrzymujegstaleznosc:

—% jNN xdNg = ﬁt(d'o\l';j (180)

No
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lub w postaci rownowanej:

()= 2|

Ng

NN; xdN, (181)

[ xdNg =0 (182)

Rownanie (182) okéta ptaszczyze pocatkowego styku — ptaszczyzn
Matano. Pot@enie ptaszczyzny Matano mwa wyznacz§ na podstawie ekspe-
rymentalnych wartéci rozkltadu s¢zenia sktadnika. Przyjmujeespotazenie, dla
ktérego pola powierzchmi? i Q 53 sobie rownd® = Q (rys. 49.).

ER

z

~

.8 ' _ Plaszczyna Matano
N Np /////%:

Rys. 49. Schemat wyznaczania
Odlegtos¢ ptaszczyzny Matano

Catkujgc rownanig181),otrzymujemy ¢ zaleznos¢ w postaci:

. 1( ox
D(NB)z_E(aN ]
B/IN

(N~ 1) = (N~ N (183)

Wartas¢ wyrazenia w nawiasie kwadratowym réwnania (183) obrapgje

powierzchniAi B: D(Ng) = —i(ﬂj

A+ rys. 50.).
2| Ny [A+ 8 (ry )

No
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=
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e
.2
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>
a
Rys. 50. Schemat oldlania wartgci =00 X' xy=0 oo
caitki opisanej w réwnaniu (183) Odlegtos¢

Réwnanie (183) pozwala na wyznaczenie waitavspotczynnika dyfuzji
wzajemnej w dwusktadnikowym uktadzie rownowagi faep Opracowano
dotychczas kilka jego modyfikacji do okfenia wartdci czstkowego wspot-
czynnika dyfuzji skladnikdw w stopach wieloskladmikych. § one jednak
poprawne tylko w punkcie charakterygeym potaenie ptaszczyzny Kirken-
dalla [109].

Uogodlnienia przyjte do rozwazania tego zadania polegaja zastosowaniu
w obliczeniach uogoélnionej metody Darkena zamiastgigégo prawa Ficka.
W tym przypadku rownanie (178) zgstije st jego ogoln postaci [109]:

_dﬂzi(o%’jﬂﬂmivdﬂﬁj, =121 (184)

Rownanie (184) jest jednak prawdziwe tylko w puekekrélajacym potaenie
ptaszczyzny Kirkendalla. Wynika to z faktie tylko w tym punkcie znana jest
wartas¢ predkosci dryftu dana zalenoscia:

V() = 5 (185)

W wyniku catkowania agci rownania (184) oraz po dokonaniu podobnych
transformaciji jak w metodzie Boltzmanna—Matano wo&rivspotczynnika dyfu-
Zji chemicznej w poteeniu ptaszczyzny Kirkendalla moa przybliy¢ za po-
mogq réwnania:

Di(Ni* = N*(t’ %)=
1( o ., o X © .
:_E(G_I\XJN[x(Ni -NT) =[N - N de (- W)

Xk

F:|, i =12,..r

(186)
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Ustalenie materiatowych danych kinetycznych pracesm kluczowe zna-
czenie w rozwoju teorii dyfuzji. W zwzku z tym metody pozwalge na okre-
slenie wartdci wspotczynnika dyfuzji sktadnikbw w stopach wiskiadniko-
wych g niezwykle wane w dalszych rozwaniach dotycgcych teorii transpor-
tu masy.

8.3. Modelowanie dyfuzji w przestrzeniach
dwu- i trojwymiarowych

Znane g proby rozwijzywania probleméw dyfuzji w dwoch wymiarach,
nie g one jednak do kaa poprawne. Analiza danych literaturowych [110]112
wskazuje,ze w dotychczas przgfiych modelach nie uwzgdiniono ruchu obro-
towego krysztatow ziaren spowodowanychnymi wartgciami pedkosci dy-
fuzji sktadnikdw.

Podstawowym wic zagadnieniem w rozazywaniu rOwnania zachowania
masy w dwdch wymiarach jest oklenie wartéci predkosci dryftu. Pedkosc
dryftu mazna ustakt z rownania ¢jgtosci objetosci:

r

div{vOllyft +> 0" \{dj =0 (187)
i=1

W przestrzeni wielowymiarowej (w odndieniu od jednowymiarowej) brak

mozliwosci pozbycia si operatora dywergencji w rownaniu (187) prowadzi do
uzyskania réwnania Poissona. Dywergerzcflefinicji okréla wiec wyrazenie:

ov,
divv = 2% + My, OV (188)
ox 0dy 0z

gdziev=[v,, V, \,] jest wektorem.

Aby rozwigza¢ zalenos¢ (187), naley jg doprowadzat do réwnania
Poissona:

div(gradu®™ )=-f (x,y) (189)

gdzie: u™" — potencjat dryftu,
vt =gradu®™™". f(x,y) — znane funkcje,

f(x y):div[ifzi’“p. v“j-

i=1
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Rownanie (189) mma rozwizat wieloma metodami, m.in. metgdtera-
cyjna, wéwczas przyjmuje ono postadyskretyzowait

(MUt 4 (DyAVIYAR 4 (Ot g () ydvisA 2 - A A £,
2(0%° +Ay?)

=
(190)

Wartas¢ potencjatuu®™ wyznacza si z réwnania (190) dla kdego kroku
czasowego. Ok&ony rozkiad wartéci stzenia w uktadzie dwusktadnikowym
A-B przedstawiono na rys. 51. Jedndcee okrglono wartgci predkosé dryftu
w kierunku sktadowex iy (rys. 52.).

Stezenie, % at.

10,00
. 21,25
32,50
43,75
- 55,00
66,25
77,50

1000

0,10

=
=}
&

0,06

Odlegtos¢, cm
I
2

0,00 0,02 0,04 0,06 0.08 0,10

Odleglosé¢, cm

Rys. 51. Rozklad stenia sktadnikd dla dwuwymiarowego modelu dyfuzji wzajemnej w ukia
dzie dwusktadnikowyni\-B

Wartasci predkosci dryftu ustalono po wprowadzeniu upraszgeego za-
lozenia, ze obrét ukladu jest réwny zeru. Potencjat chemicgagzczegodlinych
skladnikow jest jednak generowany przez taki obiiezledna jest zatem
zmiana w réwnaniu zachowaniasgosci objetosci:

divrotv=0 (291)

W dotychczas stosowanej definicji zasady zachoavapstosci objetosci
wystepuje zalenos¢:

div[vdryft +> 0" v+ rotv‘"yﬁj = div[ v+ 30 ydj =0 (192)
i=1

i=1

Analiza réwnania (192) w przestrzeni wielowymiagwpotwierdza brak
wptywu ruchu obrotowego krysztatow ziaren spowodoeyeh r&nymi warto-
sciami predkosci dyfuzji sktadnikéw. Zasada zachowanigsmsci objetosci
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powinna wec by¢ zmodyfikowana w celu poprawnego wyznaczenia nugery
nych wartdci stzen podczas procesu dyfuzji w przestrzeniach wieloveyot

wych.

a)
- Predkosé dryfu

; 0,10 (skladowa x), cm s°!

= ~7,000E-9

= 0.08 -4,625E-9

g 2,250E-9

3 g 1.250E-10

RS 0,064 2.500E-9
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-4,0x10° 3
i -6,0x109 G
j 010 =
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o/ ,04 A \
& 0, , " o q 8 3
] 2 Xos™? 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
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S 0%107 £ 004 9,000E-9
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> 0,00 g ’ 5 a ’ ’
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Rys. 52. Rozklad pdkosci dryftu dla dwuwymiarowego modelu dyfuzji wzajeejrw uktadzie
dwusktadnikowymA-B dla sktadowych w kierunku: &) b)y

8.4. Modelowanie dyfuzji reakcyjnej dla stopow cztero-
i wiecejsktadnikowych

Dotychczas rozwieno modelowanie procesu dyfuzji reakcyjnej w stbpac

trojsktadnikowych (rozdz. 6.). Podstawrzyjecia takiego modelu byta analiza
uktadu réwnowagi fazowej przedstawionego za pamojkata sktadu che-
micznego. Przyktadowy fragment uktadu rownowagofaeg] dla stopu Ni-Al-Cr

przedstawiono na rys. 53.
Ustalono jednoczaie, ze przy okrélaniu kinetyki procesu dyfuzji reakcyj-

nej w czterosktadnikowych uktadach réwnowagi fazpwelezy uwzgkdni¢

wykres rownowagi fazowej przedstawiony za pomoeworagcianu foremnego

(rys. 54.).
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Rys. 53. Fragment uktadu réwno-
wagi fazowej trojsktadnikowego
stopu Ni-Al-Cr — linia okréla
sciezke dyfuzji pomigdzy obszarami
faz f-NiAl i y(Ni)

Rys. 54. Czterosktadnikowy uktad
réwnowagi fazowej Ni-Al-Ti-Fe,
na podstawie [113] Fe

Al

W literaturze trudno jest odnate jednak wykresy uktadow réwnowagi
fazowej w takiej postaci. Mma zauway¢, ze uklad réwnowagi fazowej wraz
ze zwkkszeniem liczby skltadnikbéw przyjmuje postdigury geometrycznej
o wymiarach odpowiadagych o jeden mniej od liczby jego sktadnikow
(3 sktadniki — 2 wymiary, 4 sktadniki — 3 wymiangli).

Przygto wiec, ze maliwym rozwigzaniem jest opracowanie meoalprok-
symaciji trojsktadnikowego wykresu rownowagi fazowej podstawie znanych
dwusktadnikowych wykresow rownowagi fazowej sktdan uktadu.

Stopy stosowane w technicg gwykle wielosktadnikowe. W zwiku
z tym do analizy zagadnienia dyfuzji niedine jest zastosowanie metody po-
zwalapce] na szybki i doktadny sposéb ich aproksymacjpec€hie brak jest
metody umaliwiajacej analiz procesow dyfuzji w ukladach wielosktadniko-
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wych i wielofazowych. Dotychczas nie opracowano mi@k wielu wykresow
wielosktadnikowych uktadow réwnowagi fazowej. Damgieastosowanie meto-
dy umaldiwiajgcej zmniejszenie liczby skladnikéw stwarza nieogramne na-
rzedzie niezlgdne do symulacji numerycznej proceséw transportayna sto-
pach wielosktadnikowych.

8.5. Sciezka dyfuzji reakcyjnej w trojsktadnikowych
ukladach rownowagi fazowej

Waznym, aczkolwiek dotychczas nierozaganym zagadnieniem jest pra-
widtowe wyznaczenidciezki dyfuzji charakteryzujcej transport masy podczas
procesu dyfuzji reakcyjnej w trojskiadnikowych uttéech réwnowagi fazowej.
Przyktadowesciezki dyfuzji zakrelone na trojsktadnikowym uktadzie rowno-
wagi fazowej przedstawia rys. 55. Prtg, ze dyfuzja zachodzi w stopach
o skfadzie chemicznym W i Z. Nie jest znana metostalenia jednoznacznej
sciezki dyfuzji pomiedzy tymi sktadami chemicznymi.

Rys. 55. Sciezki dyfuzji (linia
przerywana) pomgidzy trojsktad-
nikowymi stopami o sktadzie che-
micznym Wi Z

W prowadzonych rozwaniach przyjto hipotez, ze rozwizaniem jest
okreslenie stopnia maksymalizacji produkcji entropii adi. Oznacza toze
naley wyznaczy wszystkie maliwe sciezki dyfuzji, a nasgpnie ustalt, ktorg
cechuje maksymalna produkcja entropii. Razahie réwnania okéajacego
produkcg entropii dla kadej z maliwych $ciezek dyfuzji ma wec posté row-
nania (110) (rozdz. 2.8):
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s_ 1 N
A =—;Zp.\/.“gradu “—;Z @ Q"6 )grad +
i=1 i=1

+ lipvw“—iipv“u -2 gradr
TS T25" T2

Okreslenie maksymalnej wargoi produkcji entropii dla kadej z tychsciezek
dyfuzji skutkuje wyznaczeniem jednoznacznej drodudji w stopie.



9. PODSUMOWANIE

Matematyczny opis dyfuzji wzajemnej w ciatach ywtét od lat 70. XX w.
opiera st na metodzie Darkena. Metoda ta przyjmuje zehie, ze strumienie
dyfuzji poszczegoblnych sktadnikévg sdzne:

iit =DON, (193)

gdzie: D; — wspotczynnik dyfuzji,
Ni — utamek molowy-tego sktadnika.

Biorgc jednak pod uwagprawo zachowania masy w uktadzie zaniym,
suma wszystkich strumieni dyfuzji powinnacbgdéwna zeru. W celu zbilanso-
wania uktadu rownaDarken zaproponowat istnienie pewnéjadnionej pgd-
kosci, nazywajc ja predkascia dryftu. Ostatecznie zaproponowat réwnanie opi-
Sujgce strumi@é w nastpujacej postaci:

J, =D,ON, + N,y (194)

gdzie v™" jest pedkascia dryftu, natomiast utamki molow&; w uktadzie
r-sktadnikowym spetnigjréwnanieN; + N +...+ N, = 1.

Predkos¢ dryftu jest wyznaczana z zatesci:
r r
>J3=0 = v"™=-%"DDN, (195)

i=1 =1

Wynikiem r&nych strumieni dyfuzji w uktadzie wielosktadnikowyjast
ruch grodka powodujcy przesunicie markerow. Przesuie to jest znane
jako zjawisko Kirkendalla.

Efektowi Kirkendalla (rénicy w strumieniach dyfuzji) towarzygzinne
zjawiska. Jednym z nich jest wytworzenie rapfi wikasnych podczas procesu
dyfuzji wzajemnej. Podstayvmodelu matematycznego jest metoda Darkena,
ktéra zostata uogodlniona na wieloskladnikowe stofjprowadzono réownie
potencjat dyfuzji. Potencjat ten jest oklany jako suma potencjatéw chemicz-
nego i mechanicznego:

M= ,UiCh +'[,[im (196)

gdzie ,ufh, 4" — odpowiednio potencjat chemiczny i mechanicznigidizcy na
i-ty sktadnik.
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Matematyczn interpretagi efektu Kirkendalla oparto na nagujacych
zalazeniach:
» czgstkowe strumienie dyfuzji sktadnikdw powodigtrumies wakansow
przeptywajcy przez pay dyfuzyjna,
» wakanse powstaji zanikap na dyslokacjach, twogz wiele ptaszczyzn
Kirkendalla.

Po raz pierwszy eksperymentalny dowdd istnienialwptaszczyzn Kir-
kendalla przedstawit M.J.H. van Dal. Matematyczpysanodelu Darkena oraz
powstawania wielu ptaszczyzn Kirkendalla opiekars zal@geniu niezerowego
strumienia wakansow. Oznacza xe,w materiale istnieje wiele dyslokacir¢-
del wakansow). Defekty te w warunkach podeaonej temperatury i dago
obcigzenia powoduyj powstawanie pustek — jest to tzw. efekt FrenklaasC
relaksacji defektéwr, wyrazono za pomag sredniej drogi swobodnej wakan-
séwLy oraz ich wspétczynnikow dyfuzpy:

T, (197)

I
|5

Bardzo wanym zagadnieniem jest matematyczny opis procesuzfyf
reakcyjnej — powstawanie oraz rozrost krysztatdwvyah faz pdrednich na
skutek reakcji poredzy sktadnikami pary dyfuzyjnej. Opisano procesudjif
wzajemnej, podczas ktorej wygpuja oddzialywania masy badanego ukfadu
Z otoczeniem. W takim przypadku strumienasy jest rény od zera — masa
uktadu ulega wic zmianie. Podstayvmatematycznego modelu jest citemie
wartasci strumienia dyfunduacego sktadnika na granicy gaizyfazowej — fazy
statej i fazy gazowej (ggiel, azot). Prawo zachowania masy na takiej gyanic
opisuje rownanie:

BNS-Ne() =0, T (198)
X
gdzie: N&*  — utamek molowy wgla w fazie gazowej w réwnowadze termo-
dynamicznej,
NS (t) — utamek molowy wgla w funkcji czasu na granicy enizyfa-
zowej,

D.  — wspobiczynnik dyfuzji wgla,
N. — utamek molowy wgla w stopie,
4 — wspotczynnik transportu masy.

Proces dyfuzji reakcyjnej cechuje sirakiem wzajemnej rozpuszczatoed
sktadnikdw Bdz jest on ograniczony przy jednoczesnym tworzeniufazy
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posredniej. Dyfuzja w takich stopach prowadzi do uteesria krysztatow — zia-
ren nowej fazy p&edniej na granicy mdzyfazowej, rénigcej st struktug
krystaliczry od skladnikéw stopu. Wzrost krysztatlow fazysreainiej jest powo-
dowany ré@ng wartascia strumieni dyfuzji atoméw skladnika stopu przemiesz
czapcych s¢ przez granie¢ migdzyfazows oraz przez reakcje zachade na
samej granicy. Model matematyczny polega na &dinéu rownania bilansu
masy dla olgjtosci krysztatow fazy o przemieszczaych sé granicach midzy-
fazowych:

dx! _ _ .
[q,jﬂ(L)-q,j(P)]E—Ji,,.ﬂ(L)—Ji,j(P) da i=12 j= 0,.n (199)

gdzie ¢ ;(P) i J;;(P) — odpowiednio gtenie i catkowity strumig dyfuzji
I-tego sktadnika po prawej stronjigej fazy.

Scharakteryzowano proces dyfuzji reakcyjnej w dath wielosktadniko-
wych. Matematyczny model uwzglnia tworzenie si obszaréw wspotistnienia
kilku faz. W modelu dyfuzji wzajemnej w trojsktadoiwych uktadach réwno-
wagi fazowej uwzgldniono maliwos¢ modelowania iléciowego transportu
masy w przestrzeniach wspoétistnienia twosgch s krysztatdbw poszczegol-
nych faz.

W monografii oméwiono tate wybrane, dotychczas nieroz@éane pro-
blemy, ktére 8 w centrum zainteresowania specjalistovgrookow naukowych.
Do takich probleméw nalg metody:

* jednoznacznego wyznaczania wspotczynnikéw dyfuzidy pznanych,

eksperymentalnie okénych profilach stzen skladnikow,

* modelowania procesow dyfuzji reakcyjnej w stopacielegktadniko-

wych z udziatem wicej niz trzech sktadnikéw,

* jednoznaczne wyznaczenseiezki dyfuzji w uktadach trzy sktadniko-

wych podczas procesu dyfuzji reakcyjnej. Autor adl,ze modelowa-
nie produkcji entropii oraz jej maksymalizacja wakaakie rozwizanie.

W monografii szczegbinuwag zwrdcono na iléciowe modele transportu
masy. Opracowanie takich modeli fizycznych wymagadwno zastosowania
wiedzy déwiadczalnej, jak i matematycznej. Podstawowym jé&dmablemem
jest dua ztazoncé¢ opisywanych zagadnieoraz nie zawsze do koa rozwaza-
ne podstawy fizyczne procesu. Rogménia humeryczne przedstawione w za-
tacznikach pozwalajna szybkie zaznajomienieest opracowanymi wynikami
symulacji.



ZAtACZNIKI






Zatacznik A.
Potencjat dyfuzyjny jako sita napedzajaca dyfuzje

W prowadzonych rozwaniach przyjto nast¢pujace zataenie formalne:
w symulacji numerycznej procesu dyfuzji reakcyjay nagdzapca transport
masy jest wart@ roznicy potencjatu chemicznego i jego wabrownowago-
wej. W praktyce trudno wyznaczyvartas¢ tej r&znicy potencjatdw. Przyjmuje
Si¢ wieC uproszczenia przedstawione w podrozdz. 6.2. \&rtego odchylenia
wprowadzone do oblichieumazliwiajg modyfikowanie réwnania (159) charak-
teryzupcego pedkaos¢ dyfuzji skladnikow. Strumig dyfuzji w takim przypadku
okresla zalenosé:

3 =-B ;g grads’ (21)

Silg napgdzapca proces dyfuzji jest gradient potencjalu chemiczneg
w objetosci krysztatéw danej fazy:

— ch
R, =-grags’] (Z22)

Potencjat chemiczny mina wyrazé za pomog wartcci jego odchylenia
od stanu réwnowagi:

F.; =—grad@ + ¢4 ) (23)
gdzie: ,uf} — potencjat chemiczny w stanie rownowagi,
d,ui‘f'} — odchylenie potencjatu chemicznego od stanu révaga
Wyznacza si wartas¢ odchylenia potencjatu od stanu réwnowagi. Weirto

energii wewgtrznej w stanie rownowagi (przy statymémieniu i temperaturze)
w postaci catkowej mma zapiséréwnaniem:

u; = Nl,jﬂf,r} + NZ,jﬂCZh,j (24)

gdzieN;; jest ulamkiem molowym i-tego skladnikajstej fazie.
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Ra&zniczke energii wewitrznej oznaczonal| i uzyskano postarownania:

, _ 09,
u =

= #ﬁf} - ,Uld} (25)

Rownanie (Z5) pozwala na ustalenie zat®ci pomicdzy wartdcia energii
wewretrznej i ulamkiem molowym gtenia sktadnika:
Oppy _ 0%y opr; . oy

= 4 :
N, | 6(N2'j)2 N, ; ! ON,;

(26)

Rownanie (Z6) po uwzglinieniu zalenosci Gibbsa—Duchema
(Ny; dush ==N,, du3)) przyjmuje postaréwnowang:

ch ch
[1_'_ NZ,] \J aILIZ,j _ 1 aILIZ,]‘ — ul!

Ny; JON,; N oN,, )

(Z7)

Réwnanie (Z7) umdiwia ustalenie zatenosci pomidzy potencjatami
chemicznymi i ulamkami molowymi sktadnikow stopu:
ch

oL :
25 uf oraz bR N, uj (28)
aNZVJ ' aval '

Odchylenie potencjatu termodynamicznego od jegotoée réwnowago-
wej mazna rOwnie wyrazic za pomog zaleznosci:
A2} (R)= (INy; = Ny (RN 5 (R)u] }

ch " (29)
disz (R) = (N, ; = Ny (R)N; (R)]

Po podstawieniu rowma(Z9) do (Z3) uzyskuje sirdwnanie okréajace
site dziatapca na sktadnik w procesie dyfuzji reakcyjnej w postac

Fj =-grad4] + Ny =Ny RN o R)j )} 210
Fp; =-grad@) + (No; =Ny R)Ny R)j)
lub w postaci rownowane;:
R, = (N, - NL,-(L))NZJ(L)UL;((jequJ_ “Ny, (R)N » (R
(Z11)
F,, = (*IN, ;= N (LN, (L)U] = (N5, = N, (RN (R

AX)



Zatacznik B.
Dyskretyzacja rownan opisujacych proces
transportu masy

Modele transportu masy stangwikiad réwna rézniczkowych czstko-
wych drugiego rgdu. Metody rozwjzania tych uktadow rowmiarézniczkowych
dzieli sk na dwie zasadnicze klasy:

» analityczne — rzadko stosowane w rachunkinigzkowym, wikszasé

matematycznych modeli nie ma rozeénia analitycznego,

* przyblizone — numeryczne — olkitejace funkcje opisujce zagadnienia,

np. rozwingcie w szereg pogowy.

Rozwizanie numeryczne zagadhigdzniczkowych polega na dyskretyza-
cji (tablicowaniu) modelu matematycznego (rowmézniczkowych). Wyodgb-
nia st dwie gtdwne grupy metod rozydan zdyskretyzowanych probleméw:
metody elementéw skazonych oraz metody zdic skaiczonych.

Metoda elementéw skozonych polega na podziale dziedziny razsnia
na elementy skixzone (trdjlgty, prostolty, ostrostupy itp.), dla ktérych roz-
wigzanie jest przyblane przez okétone funkcje. Wykonanie obliciedotyczy
tylko weztéw tego podzialu, tj. siatki gztdéw (rys. Z1).

Rys. Z1. Schemat podzialu dziedziny
funkcji na elementy skzone — siatka
weztow

Metoda elementéw skozonych jest naje#ciej stosowana do matema-
tycznego opisu zimnych ksztattéw i jest metgadczasochtonp Aby dokona
szybkiego ustalenia wynikow w przypadku mniej skbkgwanych ksztattow,
stosuje si proste metody ticowo-r@niczkowe.
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Metoda réznic skonczonych

Metoda ta [114] polega na okheniu przyblizonego rozwgzania w wztach
dyskretyzacji (wztach siatki)x; (rys. Z2).

— @

E
Z e

Z
p
b
b

—.
T
—O—O—O—@

—
Py
<

O O0—O0—O0—O0—O0—O—@

X
z

(=
, Y
. &—O0—O0—O0—O0——O—O———@

1 i1

Rys. Z2. Prostakna siatka wztow metody rénic skaczo-
nych;xj — wezly siatki, dla ktérych prowadzigbbliczenia

Po ustaleniu rownania miczkowego w tych wztach zasfpuje s¢ wyste-
pujace w nich réniczki ilorazami rénicowymi. W ten sposéb otrzymujegsi
przyblizone wartéci rozwigzania. Metody rozvgzania numerycznega svraz-
liwe na ,zagszczanie” obliczeniowej siatki egtow (zmniejszanie rozmiaréw
elementéw w metodzie elementéw skponych). Wgkszy podziat charaktery-
zowanego obszaru skutkuje zwszeniem dokfadrgi obliczer kosztem ich
czasochtonngi.

llorazy r6znicowe — dyskretyzacja przestrzenna

lloraz r&nicowy [115] definiuje przybfiong warta¢ rozniczki w punkcie
xi. R@niczka z definicji jest dana zaleoscia:

(63) _ i 206+ 8%) ~(x)
0X ), Mx-0 AX

(Z12)

Geometrycza interpretagj rozniczki przedstawiono na rys. Z3. Pierwsza
rézniczka 0P/0x jest okrélona styczg do wykresu funkcjid w punkciex;.
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Analityczna Iloraz réznicowy
warto$¢ rézniczki regresywny

— o= T TS Iloraz
————— _zrézmcowy

\ centralny

Iloraz réznicowy
progresywny

Wartas¢ funkcji @

AXi AXi’l

Xi-2 Xi-1 Xi Xi+1 Xi+2
Odlegtosé¢

Rys. Z3. Geometryczna interpretacjazmigzki funkcji @®
w punkciexi

lloraz r@&nicowy mazna przedstawi graficznie jako odcinki przechoglze
przez wartéci funkcji @ w punktach ssiednich punktu, w ktérym poszukuje si
przyblizonej wartdci rézniczki (rys. Z3).

Uwzgledniono trzy régne sposoby przykienia wartéci rozniczki funkcji
@ w punkciex. Wartg¢ uzyskana za pomedlorazu rénicowego centralnego
(rys. Z3) jest najbardziej zkhna do wartéci rozwigzania analitycznego. llora-
zy r&znicowe progresywny ,w przéd” i regresywny ,w tyfopwalap uzysk&
rozwigzania mniej doktadne.

Do wyprowadzenia ilorazu zdicowego stosuje siszereg Taylora:

oo 3] 352] (22

(Z13)

Po rozwizaniu szeregu Taylora w punkcie,, i przy odrzuceniu wszyst-

kich cztonbw szeregu zawiegalych r@niczki wyzszych rzdow iloraz réni-
COWYy progresywny przyjmuje postaaleznosci:

(aﬁj ~ P(%4y) —P(X) (Z14)
ox )i (% —%)

Natomiast po rozwianiu szeregu Taylora w punkcie_, i odrzuceniu

wszystkich czionéw szeregu zawig@jch r&niczki wyzszych rzdow iloraz
réznicowy regresywny ma postaaleznosci:

(63} L P(xy) ~P(x) (Z15)
0X ); (%1=%)
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Suma zalenaosci (Z13) i (Z14) okrélajacych iloraz r@nicowy odpowiednio
progresywny i regresywny pozwala wyznaczgdwnanie opisuce wart@é
réznicy centralnej:

(aﬁJ ~ cD(X|+1) B CD(XI—].) (216)
0x ), (X1 = %1)

Drugg rézniczke funkciji @ w punkciex otrzymuje s¢ przez wykorzystanie
wartasci roznicy pierwszego rdu. R&niczke okresla s w potowie przedziatu
X — X, orazx_, — % (dla uproszczenia prayp ®(x)=®,):

(aﬁJ _Pin -9 oraz (aﬁj ] (217)
0X i+% (Xi+1_xi) 0x i—% (Xi—l_xi)

Wyznaczajc drugy rézniczke z réwna (Z15) i (Z16), otrzymuje sizalez-
nos¢ pozwalajca na okrélenie wartdci przyblizonej drugiej raniczki w punk-

( j _(j =+ ]_ - 1 -
aX i 1 aX i—*l q)i (X| —_ Xl ) q)i (XI XI) (Di (XI XI ])

( J — - —

Metoda Rungego—Kutty — dyskretyzacja czasu

Aby wyznaczy rézniczke po czasie (np. korzystgj z zasady zachowania
masy), naley przyjac¢ jedrg z dos¢pnych metod catkowania. Jegn prostszych
jest metoda Eulera, w ktorej stosuje ifbraz r&nicowy progresywny (rownanie
(Z13)). Przeksztalcag wyrazenie na iloraz progresywny, wyznacza wsiartasé

funkcji ® w czasiet” + At przy danej jej wart@ w czasiet” i otrzymuje réw-
nanie:

Dt +At) = @i:j At +d(t) (219)

Dla okrélonego warunku pogtkowego ®(t") i czasut” mazna obliczy
dalsze wartéci funkcji ® dla czasut’™ +At.



99
Metodh znacznie dokfadniejgzi najczsciej stosowam w praktyce jest

metoda Rungego—Kutty [116]. W metodzie tej w celmwigzania rownania po
czasie (scatkowania) nalewykona nastpujace obliczenia:

0P
=Atl—
kl I:é ot Jt"
k2 = At EéaﬂJ
ot Jr 1y
2

K = At [éaﬁj (220)
ot Jp i1y
2

k4 =At [éaﬁJ
ot t"+At

Ot +A) = D) +%(k1 + 2k, + 2, +K,)

Nalezy podkréli¢, ze znanych jest wiele modyfikacji catkowania przybli
zonego metogl Rungego—Kutty. Najezciej wprowadza si zmienny krok cal-
kowania w celu szybszego wykonania obliczszumerycznych (zmniejszenia
ztozondsci czasowej algorytmu).

Przedstawione metody catkowania przestrzennegm d¢zasie mog miet
zastosowanie do zapisu numerycznego algorytmu veyapaego profil rozkia-
du wartdci stzenia skladnikow w procesie dyfuzji.



Zatacznik C.
Rozwiazanie numeryczne metody Darkena
za pomoca Microsoft Visual Basic for Applications

Dyskretyzacja problemu

Przedstawiono rozwtranie numeryczne — dyskretyzagpdnowymiarowej
metody Darkena w dwusktadnikowym uktadzie réwnowagiowej scharakte-
ryzowanej rownaniem:

aN_B :i(ﬁ%j (Z21)
ot  o0x 0x
gdzie: Ng — utamek molowy sktadnika,

D — wspdtczynnik dyfuzji wzajemneD = DN, + NgDJ).

Po przeksztalceniu przyp statle wartéci czstkowego wspoéiczynnika
dyfuzji sktadnikéw w réwnaniu (Z21), otrzymyg jego rbwnowang posta:

ONg _
ot

0°Ng | o! ONaA9Ng o1 ONg ONg

(DIBN“NBDL‘) ox2 Boax ox " ax ox

(222)

Rozwizanie réwnania rniczkowego (Z22) wymaga jego dyskretyzacji.
Przyjeto, ze poszukuje sirozwigzania dla siatki ztonej ze 100 przedziatow
o jednakowej odlegkei (101 weztéw) oraz o szerokai Ax (rys. Z4).

AX AX

1 2 3 98 99 100
Rys. Z4. Siatka wztow, dla ktdérych prowadzono obliczenia
za pomog réwnania (Z22)

W pierwszej kolejnéci dyskretyzuje si rownanie na wewgirznych we-
ztach siatki (od 2 do 99). Wszystkiezniczki po prawej stronie rdwnania (Z22)
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nalezy zasspi¢ odpowiednimi ilorazami rnicowymi. R&niczke a{;\I—A [ ?—B
X X
zastpuje st ilorazem r@nicowym centralnym:
(aNAJ ~ NA,i+1_NA,i—l oraz (aNBJ ~ NB,i+1_NB,i—l (223)
ox ); AX X ); AX
o 0°Ng . . L , .
R&zniczke zastpuje iloraz rénicowy przyblizajacy wartg¢ drugiej

ox>
rézniczki w punkciex;:

azNB ~ Ng,i+1 ~2Ng; + Ngjy
ox? AX?

(224)

Réwnanie (Z22) po zdyskretyzowaniu przestrzennympuwmktach we-
wnetrznych siatki przybiera kiwowg posté:

) _— C+ )
al;? =(DI|3NAi + DJ\NBi) NB’Hl ZANE;I NB‘|_1+
' ' X
2
+ Dé NA,i+l_ NA,i—l NBj+1_ NBi—l+ D,IA NBi+ 1 NBi,— 1 (225)
AX AX

Obliczapc lewy strore rownania (Z25), mana przypé iloraz r@nicowy
progresywny (metoda Eulera). Ostatecznie, po dygkaeji czasu réwnanie
przybiera nagpujaca posta:

(Dl Nt + D| Nt ) NtB,i+1_2NtB,i + NtB,i—l_l_
BNA ANBi 2
Np = o At + N
Bi T t t t t t t 2 Bii
+ D,|3 NA,i+l - NA,i—l NBj+1_ NB -1, DJA( NBi,+ 1 NBi,— 1}

AX AX AX
(226)

Rownanie (Z26) naly rozwigzaé dla wszystkich wewgtrznych weztéw
siatki. Wezty 11 100 g weztami brzegowymi. W przypadku tycheatdéw zasto-
sowano ing metod aproksymacji. Zakoono juz weczeniej, ze dyfuzja zachodzi
w uktadzie jednofazowym i bez wymiany masy z otoies. Strumienie dyfu-
zji na krawedzi uktadu g wigc réwne zeru, czyli:

AN,

jd —Dk—ax =0 oraz jgz—Dg—aNB =

oX

0 (227)
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Po przeksztatceniu rownania (Z27) oraz jego dygkeeji za pomog ilo-
razu progresywnego (do pierwszegezia) i regresywnego (do ostatnieg@-w
zla) otrzymuje si warunki brzegowe:

Nas =N, oraz Ng;p0=Ng g (228)
Ustalone warunki brzegowe stosuje dia kazdego kroku czasowego.

Program w Microsoft Visual Basic for Applications

Sub Darken()
'deklaracja zmiennych oraz tablic stosowanych w ob liczeniach
'deklaracja wspoétczynnikéw dyfuzji sktadnika 1 ora z2
Dim D1 As Double
Dim D2 As Double

‘deklaracja tablicy zawieraj acej st ezenia sktadnika 1
Dim N(1 To 100) As Double

‘tablica tymczasowa
Dim tmp_N(1 To 100) As Double

'deklaracja czasu eksperymentu
Dim t As Double

‘deklaracja kroku przestrzennego
Dim dx As Double

‘deklaracja kroku czasowego
Dim dt As Double

‘wpisanie danych pocz atkowych do programu
dx =0.1/100
dt=1

'wspotczynniki dyfuzji sktadnikow
D1 = 0.000000001
D2 = 0.00000001

‘czas procesu dyfuzji wzajemnej
t = 10000

‘wpisanie do tablicy N pocz atkowych utamkéw molowych sktadni-
ka 1.
Fori=1To 100
‘do potowy tablicy wpisuje si e utamek molowy réwny 1 do dru-
giej 'potowy utamek 'molowy réwny 0. Odpowiada to z jawisku dyfuzji
'czystych sktadnikow.
If i <50 Then
N(@) =1
Else
N(@) =0
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End If
Next i

'‘gfdwna p  etla programu.
Forj=1Tot
‘zapisanie warunkow brzegowych
N(1) = N(2)
N(100) = N(99)

‘dyskretyzacja przestrzenna problemu - zapisanie  roéwnania (6)
Fori=2To 99
tmp_N(i) = (D2 * N(i) + D1 * (1 - N(i))) *
(NG +1)-2*N(@) +N(@i-1)/ (dx "~ 2)

tmp_N(i) = tmp_N(i) + D1 *(N(@i+1)-N(i-1)) [ dx *
*((L-N@i+1))-(1-N(@i-1))/dx
tmp_N(i) = tmp_N(@) + D1 *(N(@+1) - N(i - 1))/dx *
*(N@i + 1) - N(i - 1)) / dx
Next i
Fori=2To 99
N(i) = tmp_N(i) * dt + N(i)
Next i
Next j
'wypisanie wynikéw w kolumnie A — poto zenie, B — utamek molowy
sktadnika 1 'i C — utamek molowy skitadnika 2
Fori=2To 99

Range("al").Offset(i - 1, 0) = dx * (i - 2)

Range("al").Offset(i - 1, 1) = N(i)

Range("al").Offset(i - 1, 2) = 1 - N(i)
Next i

'koniec programu
End Sub

Obliczenia numeryczne przedstawionej procedury Aimiaja okreslenie
wartasci stzenia sktadnikow w funkcji odlegéoi od kravedzi uktadu (rys. Z5).

1.0 P ———————
09 "'h, i
08| " %
? 07 '-_ o
2 o6l = Skladnik1 = J
Z 0,
g 05 ¢ Sktadnik 2 W
,x 2 R
L om
£ 041 ° m
= 3 S =
5 03} s
02 ,-'. i
. . 0.1 ; 4 ..I
Rys. Z5. Rozkiad stenia sktadnika 1. 0.0'___.,‘// ] N —
i 2. w funkcji odlegtdci od powierzchni 0.00 0.02 0,04 0.06 0.08 0,10

podiaza Odlegtosé, cm



Zatacznik D.
Numeryczne rozwiazanie i symulacja procesu dyfuzji
wzajemnej za pomoca programu CADiff

Oprogramowanie CADIff umidiwia symulacg procesu dyfuzji wielo-
sktadnikowej = 2) w ukladzie zamkitym (rozdz. 2.) oraz okékenie warun-
kow procesu nagglania (azotowania) stali niskostopowej w przypadgdy
strumieh dyfuzji na brzegu jest pdy od zera (rozdz. 5.). Oprogramowanie jest
dostpne nieodptatnie na stronie internetowdtp://bwierzba.sd.prz.edu.pl/,
po Kliknieciu na zaktadk Materiaty do pobrania . Po uruchomieniu pro-
gramu polecenienCADiff.exe  halezy wygenerowa przyktadowe pliki wej-
sciowe. W tym celu nalsy klikna¢ w menuFile na polecenieGenerate
sample input files

Numeryczne symulacje procesu dyfuzji wzajemnej

Podstaw opracowania modelu procesu dyfuzji wzajemnej @stslenie
pocatkowego rozktadu stenia pierwiastkow stopu oraz ich danych kinetycz-
nych (statych materiatowych) — zaktadkamponents . W procesie dyfuzji wza-
jemnej tworzy sj para dyfuzyjna — pgtzenie dwoch stopéw o 20ej zawarto-
sci pierwiastkéw dyfunducych pomé¢dzy soly (rys. Z6)

Stop A

Rys. Z6. Para dyfuzyjna

Dla danej szerokwi pary dyfuzyjnej2/A mazna okrgli¢ za pomog funk-
cji Heaviside'a szenie [% at.] poszczegéinych skladnikow w tej paitastp-
nie ustala si czas procesu dyfuzji oraz wagtowspoétczynnika dyfuzji poszcze-
golnych sktadnikow stopu. Wakd wspotczynnika dyfuzji podaje ijako
funkcje okreslong dla kadego ze sktadnikéw osobno w pliku diffusivities.dfv
W celu zapisania wartoi funkcji uzywa st nastpujacych operatoréw?, *, / ,

+ -, eXp() ’ |Og()

Wartasci wspoétczynnika dyfuzji sktadnikow moa réwnie okresli¢ za

pomog utamkoéw molowych, przyjmygg odpowiednioN1 — utamek molowy 1
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sktadnika, ...Nr — utamek molowyr skfadnika. Przyktadowy plik opisagy
wartasci wspoétczynnika dyfuzji skladnikéw w stopie tréjainikowym przed-
stawiono na rys. Z7.

File Edit Options Help 100 %
# Initial diffusivity file
# can use: M1, H2,... Hr - molar ratio of the components,

# T - temperature, x - position,

t ~, =, /, +, -, non of other char is allowed

# WARMIMG *** (-1) schould be written as (8-1)

187 (-15_20064 + 10_41580=M1 - 20.03062*M1*M1 + 10267 15%M1=H1=N1)=18"4
187 (-15_45631 + 10.92@826%M1)=108"Y

1e-18

#End of initial diffusivity file

a4 3

Rys. Z7. Zawart& pliku opisupcego wspotczynniki dyfuzji w stopie tréjsktadnikomy

W celu ustalenia oddziatywania napsi wewrgtrznych generowanych
podczas procesu dyfuzji wzajemnej na kinety®j przebiegu niezfuine jest
podanie modutu Younga i liczby Poissona dla tegpust

Uruchomienie programu przyciskieBTARTw zaktadceConcentration
profiles umazliwia okreslenie zmiany wart€ci stzenia wszystkich sktadni-
kow stopu. Rezultaty prowadzonych oblitzenajdup sie w plikach wyniko-
wych — folderResults . Podstawowym plikiem wynikowym jest_out.dat.

Plik zawiera uzyskane wait stzenia skltadnikbw w funkcji odlegégi od
powierzchni (rys. Z8).

Plik Edycja Format Widok Pomoc

Calculated profiles [% at.] a
position, comp_1, comp_2, ..., comp_r, v_drift, pressure
current time: 1000

-0.05 99,
-0.049 99,
-0.048 99,
-0.047 99.
-0.046 99,
-0.045 99,
-0.044 99,
-0.043 99.
-0.042 99,
-0.041 99.
-0.04 99,
-0.039 99.
-0.038 99.
-0.037 99.
-0.036 99.
-0.035 99,
-0.034 99,
-0.033 99.
-0.032 99,
-0.031 99,
-0.03 99,

#end of calculation file

0000wl 0w oo o oo oo
(el N T e e e e I o e e e I e e e B e e e e R e
e e el e e el e el e
[orR N Bl R B el I o e B i e o e e e B e e I e
[orR N Bl B B el o e B i e o e e e e e e e

| T | 3

Rys. Z8. Zawart& pliku wynikowegoat_out.dat  zawierajcego
wartasci stezenia sktadnikéw w funkcji odlegéoi od powierzchni
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Numeryczna symulacja procesu dyfuzji wzajemne;j
w stopie trojsktadnikowym — przykiad

Aby wykon& obliczenia w odpowiednich polach tekstowych, pachio-
mieniu programu CADIff natey wpis& dane pocgtkowe procesu: stop troj-
sktadnikowy, czas procesu dyfuzji 170 h oraz wanitevspéiczynnika dyfuzji
sktadnikow stopu (tab. Z1). Wakm skzenia pocgtkowego sktadnikéw okre-
slono za pomog funkcji Heaviside’a (tab. Z2 i rys. 29).

Tabela Z1. Wspotczynnik dyfuzji pierwiastkéw do sylacji procesu dyfuzji w stopie trojsktadni-

kowym
Skladnik/pierwiastek 1 2 3
Wspotczynnik dyfuzji 1,010° 1,2-101° 3,6-1012

Tabela Z2. Rozktad stenia pocatkowego sktadnikéw stopu

Szerokdé pary Stezenie sktadnika
dyfuzyjnej 1 3
0 40 0 60
0,1 0 25 75
80
ol [eesesasmmmnm
e : Skladnik 1
50 ———— Skifadnik 2
o e Sktadnik 3
g 40
P!
& 30F
20
10 F
| PR U Rys. Z9. Rozklad pogtkowego
. . . . . . . . stezenia sktadnikéw w stopie —
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 funkcja Heaviside’a w funkciji
Potozenie odlegtcci od powierzchni

Wartasci stezenia skladnikow okrdone w procesie symulacji numerycznej
dla przedstawionych danych wejpwych (tab. Z2 i rys. Z9) pokazano na

rys. Z10.
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80
e e LT UL
60 |
— Skiadnik 1
T 50 - === Skladnik 2
< rr S Sktadnik 3
g 40
‘g
Q
P!
7
Rys. Z10. Rozkiad stenia skiad-
nikéw w tréjsktadnikowym ukta-
dzie A-B-C po symulacji nume- i &2 & 1@ 1
rycznej procesu dyfuzji wzajemnej 0,00 .02 0,04 0.06 0,08 0.10
(tab. Z1 i 22) Odlegto$¢, cm

Numeryczne symulacje procesu naweglania (azotowania) stali

W przypadku symulacji numerycznej procesu ¢glania (azotowania)
oprocz wypetnienia wszystkich danych przedstawibnyc zahczniku C ko-
nieczne jest uzupetnienie pliku przechoyagigo dane warfgi strumienia dyfu-
Zji na granicy mgdzyfazowejfluxes.dat . W pliku tym naley okresli¢ stru-
mien dyfuzji w postaci funkcji z zastosowaniem r@stigcych operatorow?, *,
I, +,-,exp() ,log() . Strumig ten mana rownie okresli¢ za pomog utam-
kow molowych, aywajac odpowiednioN1 — utamek molowy sktadnika.,l1...,
Nr — utamek molowy sktadnika (rys. Z11).

Plik Edycja Format Widek Pomoc
# Initial boundary flux file

# can use: N1, N2,... Nr - molar ratic of the components,
#t - time,

# A, ", S+, -, non of other char is allowed

# WARNING !!! (-1) schould be written as (0-1)

#component 1: left boundary, right boundary
5.36E-3*%{0.0144-N1) 0

#component 2: left boundary, right boundary
0 0

#End of dinitial flux filg

Rys. Z11. Zawart& pliku wartgé¢ strumienia dyfuzji na granicy gdzyfazowejfluxes.dat
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Prowadzone obliczenia oprécz wynikowego pliku zraficego wartéci
stezenia sktadnikow generyjplik fluxes_comparition.txt z wartgciami
strumienia dyfuzji na powierzchni stopu w funkgiasu.

Numeryczna symulacja procesu naweglania stali — przykfad

Aby wykon& obliczenia, dane pogikowe procesu naky wpis& w od-
powiednich polach tekstowych: patkowa zawarté¢ wegla w stali, czas pro-
cesu 13 500 s oraz waftd wspoétczynnika dyfuzji poszczegdlnych sktadnikéw
(tab. Z3). Przyjto state wartéci stezenia pocatkowego sktadnikow (tab. Z4).

Tabela Z3. Wspotczynnik dyfuzji ¢gla i uredniony wspétczynnik pozostatych pierwiastkéw
w stali

Sktadnik/pierwiastek \Agiel Pozostate pierwiastki
Wspotczynnik dyfuzji 2,0107 1,0-101°

Tabela Z4. Stzenie pocatkowe wegla i pozostatych sktadnikow stali

. Stezenie sktadnika
Potazenie - — -
wegiel pozostate pierwiastki
0 0,13478 99,86522
0,2 0,13478 99,86522

Dokonupc symulacji numerycznej, w plikfluxes.dat nalezy najpierw
poda wartcci strumienia dyfuzji wgla. Strumié na granicy mydzyfazowe]
jest opisany réwnaniem (rozdz. 5.):

Je =BNS' =N (1)) (229)

gdzie: S — wspétczynnik transferu masy,
NS — réwnowagowy strumiewegla na granicy nedzyfazowe;.

Rysunek Z12 przedstawia plik wejowy fluxes.dat Z zapisanym brzego-
wym strumieniem dyfuzji wgla na powierzchni stopu.
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# ©, =, /, +, —, non of other char is allowed
# WARHING *** (-1} schould be written as (6-1)
#icomponent 1: left boundary, right boundary
Q.87E-B4=(B.B147-H1) 8

ficomponent 2: left boundary, right boundary

a a

#End of initial flux file

File Edit Options: Help 100 %
# Initial boundary flux file

# can use: H1, H2,... Hr - molar ratio of the components,
#t- time,

-

Rys. Z12. Plik wejciowy fluxes.dat Z zapisanym strumieniem brzegowym pozwgian

na zasymulowanie procesu rgglania (rys. Z13)

1,6

1.4 \
1,2 -
1,0 -
0,8 -

0,6

Stezenie wegla, at. %

0.4

0,2

Rys. Z13. Rozklad stenia wgla ey TR T T S

1 1 1 1

. . . . . P . . . .
po symulaC]l numerycznej proce_ ’ 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14 0,16 0,18 0,20 0,22
su nawgglania (tab. Z3 i Z4) Polozenie, cm
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Modelowanie procesow transportu masy

Streszczenie

W monografii przedstawiono najnowsze kierunki wda@waniu proceséw dyfu-
zji wzajemnej i reakcyjnej, prowagizych do rozwoju nowoczesnych materiatéw. Opie-
rajac sk na badaniach whasnych, zdefiniowano fizyczne pmgti matematyczne mo-
dele opisujce zjawiska zachodze podczas procesu wymiany masy. W ptaavych
rozdziatach monografii przedstawiono klasyczne rémva dyfuzji — prawa Ficka oraz
metod: Darkena, uogolniono metody matematyczne oraz wadaano prawo zacho-
wania masy, zasaciagtosci objetosci i prawo zachowaniaggu. Tak uogdlniona meto-
da Darkena pozwolita na scharakteryzowanie procgduzji z uwzgkdnieniem pola
napezen sprzystych. W modelach fizycznych i matematycznycktaijefekty Kirken-
dalla i Frenkla towarzygee procesowi dyfuzji. Efekt Kirkendalla i jego miatatyczn
interpretac oparto na naspujacych zatgeniach: 1) castkowe strumienie dyfuzji
sktadnikéw powoduj strumieh wakansow przeptywagy przez pay dyfuzyjrg, 2) wa-
kanse powstaji zanikaj na dyslokacjach, twoge wiele ptaszczyzn Kirkendalla. Ma-
tematyczny opis modelu Darkena uwglliajgcy powstawanie wielu ptaszczyzn Kir-
kendalla zaktada niezerowy strumievakansow. Oznacza tée w materiale istnieje
wiele dyslokacji grodet wakansow). Defekty te w warunkach podsaonej temperatu-
ry i duzego obcizenia powoduj powstawanie pustek (efekt Frenkla).

Kolejne rozdzialy zawierajmatematyczny opis procesu dyfuzji reakcyjnej — po-
wstawanie oraz rozrost krysztatbw nowych fazrpdnich na skutek reakcji suzy
sktadnikami pary dyfuzyjnej. Model matematyczny gga na okrédeniu réwnania bi-
lansu masy dla objosci krysztatéw fazy o przemieszczaych st granicach midzyfa-
zowych. Scharakteryzowano proces dyfuzji reakcyymejktadach wielosktadnikowych.
W modelu matematycznym zafmno tworzenie si obszarow wspétistnienia kilku faz.
W modelu dyfuzji wzajemnej w tréjsktadnikowych u@lch réwnowagi fazowej
uwzgkdniono wic mazliwos$é symulacji ilgsciowego transportu masy w przestrzeniach
wspotistnienia tworgcych se krysztaléw poszczegoélnych faz.

Monografe konczy rozdziat dotyczey wybranych, dotychczas nierozwanych
probleméw, ktdre g przedmiotem zainteresowania wielu specjalistowrodkow nau-
kowych. Nalgg do nich metody: 1) jednoznacznego wyznaczania iesponikoéw
dyfuzji przy znanych, eksperymentalnie c#omych profilach sgzen sktadnikow,
2) modelowanie procesoéw dyfuzji reakcyjnej w stdpadelosktadnikowych z uwzgti-
nieniem wicej niz trzech sktadnikéw, 3) jednoznaczne wyznaczewiezki dyfuzji
w uktadach trzysktadnikowych podczas procesu dyfagkcyjnej.

W monografii szczegbéinuwag zwrécono na iléciowe modele transportu masy.
Opracowanie takich modeli fizycznych wymaga zast@sta wiedzy zar6wno do-
swiadczalnej, jak i matematycznej. Podstawowym pot@m jest dia zlazoncs¢ opi-
sywanych zagadnieoraz niezawsze rozgdane podstawy fizyczne procesu. Roza-
nia numeryczne przedstawione warahikach pozwalajna szybkie zaznajomieniegsi
Z opracowanymi wynikami symulacji.



Modeling of mass transport processes

Abstract

The present work describe the latest trends inetimgl of inter and reactive diffu-
sion processes leading to the development of telmoaterials. The physical, mathe-
matical principles and related phenomena are preddrased on the self studies of the
mass transport process. The basic equations —ithés faws and Darken model are
presented in the first chapters of the monogragtenT this equations are generalized
and others phenomena related to the diffusion doited. The mass conservation,
volume continuity and momentum conservation equatare introduced. Such generali-
zation allowed for simulation the elastic stressagated by mass transport. Moreover, in
later chapters the Kirkendall and Frenkel phenorseaee introduced. The Kirkendall
effect and its mathematical interpretation basethmn following assumptions: 1) the
intrinsic fluxes of the components cause the nadlibgum flux of the vacancies through
the diffusion couple, 2) the dislocations are tharses and sinks of the vacancies. The
mathematical description of the Darken method asmegation of the Kirkendall planes
assume the non-zero vacancy flux in the materialisTin such material many disloca-
tions exists. The vacancies agglomerate and gendratoid (the Frenkel effect).

The next chapters describes the mathematical igéear of the reactive diffusion
process — the growth of the newly formed phasesrasult of the reactions between the
components. The mathematical description deschibaibknown competition and kine-
tic of phases. In this work, the multicomponentrriggy) systems is analyzed. The
mathematical description allow for the determinatid the concentration in each phase
as well as in two-phase region.

The unsolved problems are presented at the ettteahonograph. The most inte-
resting problems in the opinion of the author drepthe unique determination of the
diffusion coefficients from experimental resultsnverse problem, 2) the modeling of
the reaction diffusion in higher than ternary sgstghe problem of mapping of the di-
mensions), 3) the uniqueness of the diffusion patkermination in multiphase materials.

The monograph shows the quantitative models of diffusion process (mass
transport problems). Presented models are chaideby high complexity of mathe-
matical treatment. The numerical solutions preskitehe appendixes allows for repeat
of the presented results.



